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6 DERIVACIUE

Math in Thermodynamics

Partial derivation of ideal gas state equation
. pV=n-R-T

d*: | fp,V,t)=0

[TTTTTTIR |
e p-dV+v-dp=dn-R-T+n-dR-T+n-R-dT

p-dV+V-.-dp=dn-R-T+n-R-dT

DETALJAN OPIS:

Vecéina studenata prve godine teZe shvacda i usvaja teSke matematicke pojmove
diferencijalnoga racuna. Cesto je to zbog loeg predznanja ili stoga $to su ti pojmovi doista
teski i nerijetko zahtijevaju matematicku i logicku zrelost. S obzirom na te poteskoée, u ovoj
cjelini, pristupa se objasnjavanju gradiva tako da su prvo dani ciljani teorijski pojmovi, te se
kroz rijeSene primjere uci studenta kako da samostalno rijesi zadatke kao i da nauceno gradivo
zna primjeniti pri rjeSavanju problemskih zadataka iz pomorstva.

Obradeni su osnovni pojmovi o derivaciji funkcije; dana su pravila i tehnike deriviranja
funkcije, s tim da je posebna paZnja posvecena primjeni derivacije u problemima tangente,
normale, diferencijalu i u odredivanju limesa funkcija. Nakon Sto je obradena primjena
derivacije u ispitivanju toka i u crtanju grafa funkcije, prikazana je primjena u pomorstvu.

CILJ: Usvajanje znanja i stjecanje vjestina iz onih podrucja diferencijalnoga racuna koja su
nuzna za pracenje nastavnih programa ostalih kolegija predvidenih nastavnim planom te za
ocekivanu primjenu u pomorskoj praksi.
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Ishodi uéenja

Znati definirati pojmove derivacije funkcije, limesa funkcije i diferencijala.
Primjenjivati jednostavnija i sloZenija pravila deriviranja pri rjeSavanju zadataka.
Znati derivirati sloZzene, implicitno i parametarski zadane funkcije.

Objasniti koncept derivacije realne funkcije realne varijable te geometrijsku
interpretaciju derivacije funkcije u tocki.

5. Primjeniti derivaciju funkcije u pronalazenju lokalnih i globalnih ekstrema funkcije
jedne varijable te tocaka infleksije funkcije.

PwnRE

6. Analizirati tok elementarne funkcije upotrebom derivacija te skicirati njezin graf.

Prethodno znanje: skupovi i funkcije, nizovi i redovi, limes i neprekidnost funkcije

Odnos prema stvarnim pomorskim problemima: konstrukcija plovila (geometrijsko
razmatranje), mehanika (problem brzine), meteorologija (vremenska prognoza - ekstremne
vrijednosti mora), elektronika (graficki prikazi), nautika (odredivanje udaljenosti, plovnost
puta), ...

Co-funded by the
Erasmus+ Programme 5
of the European Union




ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students

h+h/Cl 2019-1-HR01-KA203-061000

SADRZA)

6 DERIVACIE........coieeieiieiieeerenerecrncenetenetescrssessssesssnsssnssssssssssasssnsssnsssnssanssnnes 1
DETALIAN OIS ottt e e et e e e et e e e et e e e et e e eeaaeanes 1
6.1, POJAM DERIVACIHE «otuitiieiieiiiie et e et e eae e ete e et e e et s et s et s eaaeeaanseatnesaneesneenns 4
6.2. TABLICA | PRAVILA DERIVIRANJA ELEMENTARNIH FUNKCHA...ccuuietueieneeeieenieenneennns 8
[V 7415 PPN 12
6.3. LOGARITAMSKO DERIVIRANIE «.evuueiuueinneetueetneeesneestneesneeesneesneessneesnneesnnsesnnaes 17
6.4. DERIVACUA IMPLICITNO ZADANE FUNKCIE ..uutttueetteetueeetneeenneeeseesneeesneeesneesnneees 20
6.5. DERIVACIA PARAMETARSKI ZADANE FUNKCIE ..uuvvunierieetneeeneesneesneeenneessneasnnees 25
1. PODRUCIE DEFINICIJE (PRIRODNA DOMENA), PARNOST | PERIODICENOST ..cevvvvveerrerreenenn. 51
2. SJECISTA ILI DIRALISTA'S KOORDINATNIM OSIMA ...cuueiineeiieeiieeeteeetneesneeesneessneesnnees 51
3. ASIMPTOTE (VERTIKALNA, HORIZONTALNA, KOSA) «..civvvrueiierriiiieeeeeeiiiieeeeresrieeesennns 51
4. INTERVALI MONOTONOSTI (RAST | PAD) | TOCKE LOKALNIH EKSTREMA (MINIMUM |
IMIAKSIMUM ) vttt eeeeeiieeeeeeetie e e e e e et e e e s e eba e e e s s asaaeeessaabaasessesbaneessesaanneesssnnansnns 52
5. INTERVALI ZAKRIVLIENOSTI (KONVEKSNOST | KONKAVNOST) | TOCKE INFLEKSIE .......cvveu.. 54
6. GRAF FUNKCIIE «etuneetuettueetteetteeetieesteesnnestnnessneesaeeennsesnaesnasssnsesnneesnnessnnessnneen 54

Co-funded by the
Erasmus+ Programme 3
of the European Union




ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/Cf 2019-1-HR01-KA203-061000

6.1. Pojam derivacije

Pojam derivacije jedan je od najvaznijih pojmova u matematici kojim se izgraduje tzv.
diferencijalni racun. Do pojma derivacije prvi je doSao engleski matematicar, fizicar i astronom
. Newton (1642-1727), i to jos prije 1669. godine, rieSavajuci problem odredivanja brzine
nekog tijela, koje se giba nejednoliko po pravcu, u svakom trenutku toga gibanja. Do istoga
otkrica dosao je neSto kasnije njemacki matematicar i filozof G. W. Leibniz (1646-1716),
rieSavajuci problem odredivanja koeficijenta smjera tangente krivulje.

Znajuci da se plovila gibaju po vodenim povrsinama moZemo samo pretpostaviti vaZnost
znanja primjene derivacija u pomorstvu.

Kada objasnimo pojam derivacije, bit ¢e jasno o cemu se radi.

Nekaje f:1 =R (ili y =f(x)) zadana funkcija na intervalu 7 < R ineka je x, € I neka
tocka tog intervala (vidi sliku).

A

=
x
Xy

0

Neka je x # x,, x € I, i promatramo dvije vrijednosti funkcije: f(x) i f(x,). lzraz,
Ax = x — x, nazivamo prirast (ili diferencija) argumenta x, a Af (x,)= f(x)— f(x,)

nazivamo promjenom (ili prirastom) funkcije u tocki xo.

Definirajmo sada kvocijent diferencija:

g(x)= S(x)= /()

X=X,

, XEX,. (2)

Funkcija g(x) daje informaciju kolika je brzina promjene funkcije fod xo do x, odnosno g(x)
mjeri prosje¢nu promjenu funkcije od xo do x. Sto je prirast Ax, maniji, to g(x) daje tocniju
obavijest o brzini promjene funkcije u tocki xo.

Definition 1: KaZemo da je funkcija f :1 — R diferencijabilna (sinonim: derivabilna) u tocki

x,el= <a,b> ako postoji grani¢na vrijednost:
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1imM = f'(x,)eR. (2)

X=X, X — xo

Broj f’(xo) nazivamo derivacijom funkcije f u tocki xo. Kazemo da je f diferencijabilna na/

ako je ona diferencijabilna u svakoj tocki x € 1.

Ako je f:I — R diferencijabilna na/ondajesa x — f'(x) definirana nova funkcija
f':1I > R, tzv. derivacija funkcije f nal.

U filozofskom smislu, derivacija je omjer dobivenog i uloZzenog. U programerskom smislu,
derivacija je omjer izlaza i ulaza. U fizikalnom smislu, derivacija je omjer proizvoljno malog
puta kroz proizvoljno malo vrijeme, a to je brzina.

U geometrijskom smislu, potrebna nam je slijedeca slika:

Na grafu G, funkcije f:1 — R uogimo tocke T, (x,, £ (x,)) i T(x, f(x)) kojima je odreden
pravac s, koji se naziva sekantom grafa funkcije G, na intervalu [xo, x]. Koeficijent sekante

dobivamo po formuli:

f(x)_f(xo) iy

X=X,

s (3)

Ako se tocka T' “giba” po grafu G, ka tocki 7, tada se sekanta s zakrece oko tocke 7|, . Ako

pri tome procesu postoji grani¢ni pravac t Cijem poloZaju tezi sekanta s, bez obzira da li
tocka T' tezi T, bilo s desnaili slijeva od T, tada je t tangenta grafa G,u tocki 7,. Ako

funkcija f ima derivaciju u tocki x,, € I/, tada, na osnovi relacije (3), izlazi da je

£(x,)= NG (CTV k =k, (4)

X=X X=X, X=X,

tj. f(x,)=k,. (5)
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Dakle, brojevna vrijednost 1 '(xo) derivacije funkcije f u tocki x, predstavlja koeficijent

smjera k: tangente t, povuéene na graf G, u tocki 7 (x4, £ (x,))-

Slijede primjeri kako se racuna derivacija po definiciji za neke poznate elementarne funkcije.
Potom ¢emo dati tablicu njihovih derivacija, koja se mozZe dokazati analogno ovim
primjerima.

Neka je f(x)=5x;xeR. Odrediti f'(x,), gdje je x, € R.

Rjesenje:
F(n) =timd D2 G) _p Seosn o SEm%) s s
X=X, X — _xo XX, X — xo XX, X — xo X=X

Kako vidimo f'(x, ) ne ovisi o tocki xo, §to je jasno, jer je f(x)=5x linearna funkcija ¢ija je

prosjecna brzina promjene svuda ista.

Neka je f(x)=x’; xeR.Odrediti /'(x,), gdje je x, € R.
Rjesenje:
f(x)=/(x) ¥ —x’ (=) (x+x)

f'(x,) =lim = lim = lim = lim (x +x, ) = 2x,.
X—)XO x —_ xo x—)XO x —_ xo X—)XO x —_ xO ]C—)XO
!

Time smo pokazali da je (xz) =2x, xeR.

Neka je f(x)=x’; xeR. Odrediti f'(x,), gdje je x, € R.

Rjesenje:
(%) = tim 2 00) g X o i BT 1T
X‘))CO x —_— x() XA))CO x —_— x(] X‘)XO x — x(]

. 2 2\ _ 2
—llm(x + xx, + X, )—3x0 .

X—)]CO

’

Time smo pokazali da je (x3) =3x", xeR.

Neka je f(x)=+/x; xeR.Odrediti f'(x,), gdie je x, € R.
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RjeSenje:
f'(x) = hm—f(x)—f(xo) = lim—\/;_\/g = lim iy -\/;Jr Do
x—)xo x — xO X—)XO x — xO X—)XO x —_ xO ,\/; + xo
lim ——~ %0 = lim L
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6.2. Tablicai pravila deriviranja elementarnih funkcija

Ako nastavimo u istome stilu sa primjerima iz prijasnje cjeline, moZzemo dokazati da vrijedi
slijedeca tablica deriviranja elementarnih funkcija, koju koristimo “zdravo za gotovo”:

1) ¢'=0 (CeR)
2) x'=1
3 |(x) —aa ack
2 |e) =e
5) (ax) =a"Ina a>0
6) (l” x)! = ; x>0
' 1

7) (log, x) "o x>0,a>0
8) (sin x)’ =cosx
9) (cosx)' =—sinx

(tgx = !
10) cos’ x

(crg) =-—
11) sin® x

oy 1

12) (dresinx) = — x| <1
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' 1
13) (Arccosx) =— — : x| <1
(Arctg x), _
14) 1+x°
(Arcctg x), =— !
15) 1+x?
16) (shx), =chx
17) (chx)’ = shx
! 1
hy) =
18) (t x) ch’x
(cthx)' _
19) sh®x
50 (Arshx), _
) 1+ x°
5 (Archx), = ! |x| >1
1) x* -1
(Arthx), = ! | x| <1
22) )
23) (Arcthx) =— S |x| >1

Derivacija svake druge funkcije treba biti izracunata koristeéi pravila za deriviranje funkcija

kako slijede u nastavku:

derivacija zbroja i razlike funkcija
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derivacija produkta funkcija

derivacija kvocijenta funkcija (g(x) # 0)

derivacija kompozicije funkcija

Primjer 1

Odrediti derivaciju funkcije f(x)=6x" —4x” +3x-2.

Rjesenje:

!

!

£1(0) =(6x° —ax> 13 -2) =6-(x*) —4-(x*) +3.x'—2'=

=6-3x>—4-2x+3-1-0=18x" —8x+3.

Primjer 2
Odrediti /'(x) ako je 4(x)=e* -sinx.
Rjesenje:

h(x)

S'(x)-g(x)+f(x)-¢'(x)

(e" ) -sinx +e* - (sin x)'

=e -sinx+e -cosx=¢e" (sinx+cosx).

B x*+3x+1

2Neka je A(x) 7 3,10

Rjesenje:

. Odrediti A'(x).

f'(x)-g(x)—f(x)-g'(x) B (x2 +3x+1)y(x2 —3x+2)—(x2 +3x+l)(x2 —3x+2)v

h (x) =

g (x)

(x2 —3x+ 2)2

(2x+3)(x* =3x+2) (¥ +3x+1)(2x-3)  —62+2x+9

(x2 —3x+ 2)2

Odrediti derivacije funkcija:
(1) h(x):e3x2—2x+l;

(3.) h(x)= sin(3x3 -~ 4);

(x2 —3x+2)2 .

(2.) h(x) (2x2 —3x)3;

RN Co-funded by the
LN Erasmus+ Programme
e of the European Union

10



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/Cl 2019-1-HR01-KA203-061000

Rjesenje:
(1) A (x) _ (e3x2—2x+1 ), _ Y2 '(3x2 —2x+1), _ ¥ 2 -(6x—2).
(2) i (x)= ((sz —3x)3)

’

(3.) h'(x) = (sin(3x3 —4)) = cos(3x3 —4)-(3x3 —4), = cos(3x3 —4)-(9x2) =9x* cos(3x3 —4)

3(2¢% -3x) (247 —3x)' =3(2x% - 3x) -(4x-3)
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Vjezbe

Zadatak 6.1.

Naci derivaciju funkcija:

Rjesenje:

(1) f(x)=3-8/x° =3x°.

Zadatak 6.2.

Naci derivaciju funkcija:

(1.) y=ln(\/l+e"—1)—ln(\/1+ex+1); (2) y:%cos3x(3cos2x—5).

Rjesenje:
(l)y,z 1 . l-ex 3 1 . l,ex _
Vite' =1 24l+e" l+ef +1 24l1+e
e’ \/1+ex+1—(\/1+ex—l) * 2 1

— . = ¢ . = .
Wirer Wive —iise +1)  2\ilwer Tre =1 Jise

(2.) y'=%[3cos2 x-(— sinx)-(30052 x—5)+ cos’ x-6cosx-(— sinx)] =

2 .
3cos x~smx(

2 .
T (Bcos™ v 5+ 2cos” )=~ EE

5 . .
== cos’ x-smx(l—cos2 x): cos” x-sin’ x.

5cos” x — 5)=
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Zadatak 6.3.

Odredi derivaciju funkcija:

5

Sinx+cosx X
. AT, 2. ==,
) f(x) sinx—cosx 2) f(x) e’
2% —a+3 (4.) f(t)=21-sint—(tz—2)cost.
3. == -,
(3) fla) o
RjeSenje:

f'(x) _ (sin X +cos x)' (sin X —cos x) - (sin X+ cos x)(sin X —cos x)’

(1)

(sin X —cos x)2
_ (cos X —sin x)(sin X —cos x) - (sin X+ cos x)(cos X+ sin x) _

(sin X —cos )c)2

. . 2 2 . . 2 .2 )
CosS XSinx —Sin- X —Ccos X+SZI’IXCOSX—(SZI1XCOSX+COS X+ Sin x+cosxsznx)

. 2
(Sll’l X —COoS .X)

_2cosxsinx—1-2cosxsinx—1 2

. 2 . 2"
(Sln X —CcoS x) (sm X —CcoS x)

@) f(x)= === =

(3.) f'(a): (2a2 _(x+3) -20(—(2az _0H‘3X20L) _ (4&—1)-2&—(2a2 —OL+3)-2 _
(2(},)2 4(12
=8a2 —2a-4a’ +2a -6 _ 4a* -6 _ 2% =3

40 4’ 20

(4. f'(t)=(2t)' sint + 2t(sin t)! —(tz —2)’ cosl‘—(t2 —2Xcos t), =
=2sint +2tcost —21‘cosz‘—(t2 —2X—Sint)= 2sint +t> sint—2sint =t sint.

Zadatak 6.4.

Naci derivaciju funkcija:

(1) y =sin’ x; (2.) y = In(igx);
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(3) ¥y =5, 4) y=In sin(x3 + 1);
(5.) y = arcsin\1—x>; (6.) y= lns(tg3x);
(7.) y = sin’ L (8.) y =arcsin i
1 1-x' . 1+x%
Rjesenje:

(1) y' =(sin3 x)’ =3sin’ x-(sinx)’ =3sin’ x-cosx;

! ! 1 , 1 1 2
(2) y =[ln(tgx)] :tg_x,(tgx) _cosx.

. =, = ’
Sin x COS2x SinxXcos x sin2x

(3.) ' =[ "”‘”‘] = geonx -lnS-(cosx)’ =5 In5-(~sinx)= -5 -In5-sinx;
(4.) ' :mxgj)-[sin(x3 + l)] - mxgj)-cos(x3 + IX)C3 + 1), = 3xzctg(x3 + 1);

. 1 (i) - 1 'l.(l—xz) _
(5.) y'= 1_(m)2 (\/1—) \/1_(1—)62) 24/1-x2
1 —2x

X
= . —_—— (
\/x_2 24/1—x? |x|-\/1—x2

(6.) ¥'=5In"(tg3x)-[In(tg3x)] = 51n4(tg3x)-%~(tg3x) =
g3x

x#0).

1 _130 In* (tg3x)
sin3x-cos3x sinbx

(7) y’=2Sil’l 1 .| sin ! :2Sin\/ 1 'COS\/ 1 . \/L -
Vi-x I-x I-x I-x I-x

_1-(1—x)'
2 2Wl-x = sin 2. ! :
N ()
. 1 (2 ) _ 1 21+ x7)-2x-2x
A | 2x Y (I‘HCZJ - 4x* (lerz)2
_(szj (1+x2)2

:51n4(tg3x)~L-— : (Sx)’ =15In"(tg3x)-

=sin
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_ 1 24207 —dx® 2(1 x ) 2(1-x?)
(1+x2)2—4x2 (1+x2)2 \/ 2 1+x ‘l_xz"(l"'xz)’
(1+xz)2
2 za |x| <1
I+x
tj. y'= ) (za |x| = 1 derivacija ne postoji).
- - za|x| >1,
1+x

Zadatak 6.5.

—X . —x
" L . e -arcsine 1 2
Na¢i derivaciju funkcije f(x)= = —ln(l—e 2 )
1_€ 2x
Rjesenje:
2
—X
_ 2 e —2x 2
e™ (—2x)arcsine™ +e™* ( 2) -
-2
f’(x)= l—e ™ 3
1_ e—2x2
-2x?
> : —e —4x
e’ -arcsine ( E ) .
3 24l—e”? l_e_zx -(~4x)
2 2 ’
l—e ™ 2 e
,xz .
f'(x)- —2xe" -arcsine™ \/ —2xe”’
l-¢7?
1
2 2 2 %
—2xe”" -arcsine™ (l—e’zx )2 +2xe > _
1_672)( -
2 2 2
—2xe™" -arcsine™” Py e ™
= e I—e™ +o—nm=
l—e * l_e_zx
2 . 2 92 12
—2xe ™ -arcsine™ 1—e” +e "
-2x2 2 !
1— e l_e 2x
tj.
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42 . 2
2xe ™ -arcsine "

/'(x)== ;

(1 —e )5

Zadatak 6.6.

Dokazati da funkcija y = _ zadovoljava jednadzbu xy' = y(ylnx—l).
l+x+Inx

_(1+ij o —(x+1)

Rjesenje:

Buducije y'= > = >, toje x-y’=_(x—+l)2.
(I+x+mmx)’  x(1+x+nx) (I1+x+nx)
Desna strana zadane jednadzbe je
1 Inx Inx—-1-x-Inx —(x+1)
Inx-1)= -1|= = .
yyins )l+x+lnx(1+x+lnx j (I+x+Inx)  (+x+nx)

Bududi su desne strane jednakosti iste slijedi da funkcija y zadovoljava zadanu jednadzbu.
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6.3. Logaritamsko deriviranje

Funkciju oblika y = [f(x)]g(x), f(x) > (0 potrebno je, prije deriviranja, logaritmirati, tj.

Iny=g(x)-Inf(x). Sadaistuderiviramo:

!

(in y)’ =g'(x)-In f(x)+ (x)-[ln f(x)] tj.
i.y':g'( x)-In f(x)+ g(x)- ( ) f'(x) i dobivamo:

y'=y{()lnf( x}
=[f(x)]g“‘)-{g'(x)-lnf(xﬁw}

Napomena: Istu formulu dobivamo koriste¢i identitet [ £(x)FF") = &2/ £(x)>0.

Naime, derivirajuci dobijemo V' = {[f(x)]g(x) }'z M) g (x)- In f(x)] ', odakle je
' s VT | o)1 £() s 88 S )
= (U U | o o) £ L0
Primjer 1

Odrediti derivaciju funkcija:

(1) f(x)=(cosx)™; (2. f(x):(2+§j :

Rjesenje:

(1.)1z f(x)=(cosx)™" logaritmiranjem dobivamo

In f(x)=sinx-In(cos x), pa je

! -f'(x)=(sinx)'~ln(cosx)+sinx- 1 -(cosx),, odnosno:

£(x) cos x

£'(x)=(cos x)"* -[cos x In(cos x) - tgx - sin x] .
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(2.)1z f(x)=[2+ljx = lnf(x)=3xln(2+lj;

L ()= L AR N G
f(x).f(x)_3ln(2+xj+3x 2+1( sz
X

f'<x)=(“§jh[““(“3‘2x3+1}'

Napomena: Logaritmiranjem se moze znatno olaksati deriviranje nekih racionalnih
funkcija, Sto ¢emo vidjeti u sljede¢im primjerima.

Naci derivaciju funkcija:

3 Xt X)= x-l
1) flx)=x- /x2+1, 2) glx) oo o

Rjesenje:

2

(1.) Logaritmirajuci f(x)=x-3 dobivamo:

x2+1

lnf(x)=lnx+§lnx—§ln(x2 +1). Sada je

-f’(x)=l+£— L-2x , odnosno:
f(x) x 3x 307 +1)
x* |12 2x | _ | x* 3x’+5
X+l 41 3(x +1)

S'(x)=x4

x 3x 37 +1)

dobivamo:

(2.) Logaritmirajudi g(x)=

Jx-1
3{/(x+2)2 -\/(x+3)3

Co-funded by the
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In g(x)=%ln(x —1)—§ln(x + 2)—%ln(x +3), paje

1 1 2 3

g() g'(x)= 2(x- 1) 3(x+2) 2(x+3)
Jx—-1 1 2 3

O doy L2670 36+ 26|
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6.4. Derivacija implicitno zadane funkcije

Neka je F funkcija dviju nezavisnih varijabli xi y. Tada se, ako navedeni limesi postoje,

a_Fz lim F(X+Ax)y)_F(x’y)

ax Ax—0 Ax
smatra konstantom). Analogno,

OF _ . Flxy+Aay)-Fxy)

ay Ay—0 Ay
konstantom).

naziva parcijalnom derivacijom funkcije F po x (y se ovdje

parcijalnom derivacijom funkcije F po y (ovdje se x smatra

Pravila za parcijalne derivacije (za sve a, # € R i funkcije F i G za koje naznacene derivacije

postoje):

0 oF oG 0 /a oG
—aF+pG)=a—+ f—; —\aF+ pG)=a—+ f—;
8x( AG) aax 'Bax 5y( AG) oy 'Béy
E(F.G)ZG_FG.FF%; Q(F.G)za_FG_i_F%;
Ox ox Ox oy oy oy

8FG FaG aiG_Fﬁﬁ
O(F)_ax ox o(F) oy dy
— | — | = G;t(); _— == G 0 .
@x(Gj G* ( ) v\ G G2 ( * )

Postoji interval / — R koji sadrzi to¢ku x, i postoji jedinstvena funkcija f :/ — R takvada je
(L) £(x0) = o
(2.) F(x, f(x))=0 vxel;

(3.)f imaderivaciju ' u svakojtoéki x € I . Pored toga vrijedi

OF

, a(xo’)%)

f (XO): _al;v—'

ai(xoayo)
Y
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Napomena: Ako je funkcija y=f(x) zadana u implicitnom obliku, tj. jednadZbom

F(x,y): 0 iako je f derivabilna u tocki x, tada njezinu derivaciju u toj tocki mozemo nadi i

na sljededi nadin:

1. deriviramo obje strane jednadzbe F(x,y): 0 (po varijabli x) uzimajudéi u obzir da je y

funkcija od x i da je y’ derivacija y po x (jer je y funkcija od x),

2. dobivenu jednadzbu diF(x,y)=0 rije§imo po y'.
x

Primjer 1

Odrediti vrijednosti parcijalnih derivacija u tocki T(—2, 1) zadanih funkcija:

(1) F(x,)=7x" —4x’y* +y*; (2) Flx,y)=Inyx* + 7 ;

Rjesenje:

(1) za F(x,y) =7x —4x’y’ +’ je

Z—F=21x2 —8xy” (y je uzeto kao konstanta),

X
a—F=—8x2y+2y (x je uzeto kao konstanta).

Uvrstavanjem:
a—F(—z,1):21-4—8-(—2)-1:100= i a—F(—z, 1)=-8-4-1+2-1=-30=.
Ox y

(2) Akoje F(x,y)=Inyx*+y? ,tadaje

oF _ 1 U 2x x N 8_F(_2 1):_2
Ox \/x2+y2 2\/)62 +y° X4y’ ox

oF 1 1-2y y oF 1

—= : = = —(-2,1)==.
oy \/szry2 2\/x2+y2 x4y ay( ) 5
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Na¢i derivaciju funkcije y = f(x) zadane implicitno 8x -3y +7=0.

Rjesenje:

Dakle, F(x,y)sz—3y+7, pa je

a_Fzglaa_F:_3,
ox oy
oF
=) =—0x =8 _8
y= =228

_y
Naci derivaciju implicitno zadane funkcije /nx+e * = C na dva nacina.

Rjesenje:
2
l. Iz F(x, ):lnx+ex—Cje
oF 1 -2 y . OF y(]
—=—+te*-—;, | —=e - |—-—|,paje
ox Xx X oy X
Y
oF xX+y-e” Ly
4 4 ox x2 x+yex - Yy
x)= f'(x)= = =e* +=.
V)= 1'(x)=-25 P S
5 ——e” xe *
X
. Bududi da je
Y
Inx+e *=C, i
dx
1 -+ d
—+e ” —(—1j=0,
X dx\ x
2y x4y
—+e *- > =0, - x?
X X
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pd pd

xX+ye *=yx-e”*,

x Yl
- 24 ~ utotki T(-1,2).

Naci derivaciju funkcije F(x,y)=

X" +y
Rjesenje:
8_F_(x2 +y2);(x.y)—xyaax(x2+y2):y(x2+yz)_xy_2x:
2 s ()
=yy2—x2 - a_F(_lz):M):i
2 2 )2 2
(2 +5?) x (C1p+22]” %

8_F=x(x2+y2)—xy.2y:x(xz—yz) 6_F(_12)_i.
y (x2 + y2)2 (x2 +y2)2 o 25
oF 6
V=f'(x)= g—;=—%——2
oy 25

Zadatak 6.7.
Nadi derivacije implicitnih funkcija:

(1) x* +x°y+y° =0;

(2)y° =",
X+y

(3.) xy= arctgi
y
Rjesenje:

2—F=3x2 +2xy;

Iz F(x,y)z x’ +x°y+y’ slijedidaje
X

(1.)

F
8—=x2+2y,paje
Oy
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or
e Ox __3x2+2xy
oy

X-y

Iz F(x,y)=y"~ slijedi da je
X+
OF _—(x+y)+(x-y) 2y
—_ = — |
(x+y) (x+y)
oF 32_—(x+y)—(jc—y):32Jr 2x :3y2(x+y)22+2x’paje
(x+») (x+) (x+y)
OF -2y
(e ox _ lery) 2y
f(X) ai 3y2(x+y)2+2x 3y2(x+y)2+2x.
%» (x+y)

Iz F(x,y) =Xy — arctgi slijedi da je
y

y _yHxy-y.

4+ x’ Y+’
x ' +xt+x
2 2 = 2 2 'pa'le
y +Xx y +Xx

__y3+x2y—y:Z-l—x2—y2

I S
. =
1+x—2 ”
Yy
1 -X
= -r 2 2
1+ 5 Y
Yy
ﬁi
' 0
f(x)=_al)§v_
a

A +x x 1+x*+y°
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6.5. Derivacija parametarski zadane funkcije

Trag materijalne tocke T koja se giba u ravnini je krivulja; npr. pravac, parabola, elipsa,
hiperbola, cosinusoida, itd. Svaku tocku T moZzemo promatrati kao neko plovilo koje se giba
po nekoj putanji (krivulji). U opisivanju takvog gibanja potrebno je u svakom trenutku t znati
koordinate tocke kao funkcije vremena. Oznacimo lisa x = go(t) i y =w(t) koordinate tocke T
gdje su @ i ¥ realne funkcije definirane na nekom intervalu / tokom kojeg se gibanje odvija,

jasno je dasu ¢ i w derivabilne funkcije, jer je sa v(t) = \/[gz)'(t)]2 +['(t)]' danabrzina. Dakle,
kad vrijeme t opiSe interval / < R, onda tocka T(gp(t), l//(t)) prode bar jedanput kroz svaku
tocCku skupa tj. K ={(p(t)y(t):te1}.

Parametarske jednadzbe krivulje (t nazivamo parametar) piSemo u obliku:

{x=dﬁ

y=ylt) tel

y=y(t)

»
»

0 X='¢(f) X

Ako je @ strogo monotona na/(znamo da tada postoji inverzna funkcija t = ¢ ' (x))tada ¢emo

zamjenom varijable t sa ¢ '(x) dobiti y = (t) = w[o(x)] = f (x).

Po pravilu derivacije kompozicije iz slijedi:

V()= () =vlo" ()Ho " (5)] = v (6) —r—. 1 f&d=ﬂzﬁ-

¢'(4,) ®

Jednostavnije moZzemo koristiti:

@ 0
()= £ e @ _dt _ Y
y(.X')—f( )_dx @ xy(t)'
dt

Lako se dokazuje da je
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Primjer 1

Naci derivaciju funkcije f u tocki xo = 3 koja je parametarski zadana formulama:
x=2t-1
y=r

Rjesenje:

Odredimo najprije ¢, kojoj odgovara vrijednost x, =3. Iz x:2t—1:>t=xT+l, pa je za

Nadimo sada ¢'(¢) i w'(¢):

o'(N=x()=2 i y'(t)=y'()=3.

2

Primjenom formule slijedi 1"(X0)=M, tj. £'(3)= 3y =6.Paje
(0(1‘0) 0=2
oF
= fx)=—Ox T8 8
yer=-2-3-%
0y

Naéi f'(x)i f"(x) za funkciju y = f(x) koja je parametarski zadana jednadzbama:

{x =¢' cost,

y =e'sint.

Rjesenje:

RN Co-funded by the
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o= y'(¢) _e'sint+e' cost _sint+cost
A9=20
()X ()" (0)=2"(1) ¥ (¢)
V()= (0)7(0)_
” [¥(0)]

~ (e’ cost —e' sint)\e' sint+e' cost+e' cost—e' sint)

e cost—e' sint cost—sint

(e’ cost—e' sin t)3

(et cost—e' sint—e' sint—e' cost\e' sint+e' cost)

(e’ cost—e' sin t)3

_e (cost—sint)2e" cost +2e" sint-e'(sint +cost)
(e’ )3 (cost —sint)’

2e2’[coszt—sintcost+sin2t+sintcost]_ 2
e’ -e'(cost —sint)’ e'(cost —sint)’
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Vjezbe

Zadatak 6.8.

t .
x(t) = a(ln tg—+cost —sin t),
Naéi y'(x) ako je 2
y(t) = a(sint + cos t).

Rjesenje:
_ y(e) a(cost —sint) 3 cost—sint _
y(x) x(f) = T .
1 1 1 —— —Sint—cost
a — «——sint —cost sint
th cos’ E
sin t(cost —sin t) _sin t(cost —sin t) __ sin t(cost —sin t) ~ 1ot

1—sin® t —sintcost  cos®t—sintcost cost(cost —sint)

Nacdi koeficijent smjera tangente na graf funkcije zadane parametarski:
x(£)=tInt,
()=

t u toeki ¢, =1.
RjeSenje:
1
—-t—Int l—1n¢
Buduéije y/(f)=-1 =2 x'(f)=Inr+1,
to je _)/(X)=}/(t)= 1-Inz paje
X(t) A(nr+1)
1-Inl
k = =——=1.
‘ ﬂX)"fl 1>(In1+1)

Zadatak 6.10.
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Naéi y'(x) za funkciju zadanu parametarski:

x(t):arccos ! ,
1+1¢°
y(t)=arcsin ! .
1422
Rjesenje:
Bududi su
N
7 Jief _A1+2(1+7-7) 1
A 1+ 7 ( NS 1+
1— 1+t)2

t
X(f)=— L A1+ V144 _ t _ t
L 1+ e -1 (e N1+ [e]-1+07)

1—
1+1¢°
1
Dobiva se y,(x):y’(t)z 1+¢° _H_ zat >0
xX(t) ¢t 1t |-1 zat<0’
1+

Zadatak 6.11.

Nadi drugu derivaciju y”(x) funkcija:

(1) {x(t)z a(sint —tcost), 2) {x(t) =acos’t,
y

(Z) = a(cost +1sin t), y(l‘) =asin’t.

Rjesenje:
(1)X’(z‘) a[cost cost —t(- smt)] at sint ,

(l‘) [ sint+sint+tcost]: atcost .

Paje y/(x)= 18 Z‘;’:tt_ctgt.snjedi

drp, 1
Y'(X):dt[y ) __sinte L
x'(t) at sint atsin’ t
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(2.) X’(t) =3acos’ t(— sin t),
He)=3asin® t(cost).

L, ¢ nt
Pa e y(x):i'gt;:_zzz

= —tgt . Slijedi

d 1
" —t[y'(x)] - cos’ t 1
}/(X)z d x'(t) = =

—3acos’ tsint B 3acos* tsint
Zadatak 6.12.

Dokazati da funkcija y = f(x) zadana parametarski

— 2
{;8; jzti;; zadovoljava jednadzbu 2()/)3 4 (y')2 _y=0, (y’ _ d—yj

RjeSenje:

PR S _2ev6r

Tdx X(f) 2+6¢

Ako y' uvrstimo u jednadzbu 2(y')’ +(y')’ — y =0, dobivamo

2 +12 = (> +21°)=0

Co-funded by the
Erasmus+ Programme

: 30
of the European Union




ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/Cl 2019-1-HR01-KA203-061000

6.6. Tangentai normala na graf funkcije
Neka je krivulja zadana s formulom y =f(x) , pri ¢emu je f derivabilna funkcija. Sekanta

krivulje y = f(x) koja prolazi totkama (xo,f(xo)) [ (x,f(x)), pri éemu je x, # x, je pravac

s koeficijentom ftgp = M
X=X,

Kada x—>x,, tada sekanta te#i k tangenti krivulje y = f(x) u totki (x,,/(x,)), €iji je

koeficijent smjera jednak tgg, . OCito vrijedi: x = x, = tgp —> igQ, = f’(x0 ) Stoga je:

jednadiba tangente na graf funkcije y:f(x) u tocki To(xo,yo), gdje je y, :f(xo), a
f'(x,)=keR:
y_f(xo):f’(xo)(x_xo);

dok je jednadZba normale (okomice na tangentu) u toj tocki:

1
y—f(xo)=—m(x—xo)-

Yo=Ff(xo)

Kut ¢ pod kojim se sijeku grafovi funkcija y, :fl(x) iy, =1 (x) u tocki To(xo,yo) je kut
izmedu njihovim tangenata u toj tocki, a izraCunavamo ga prema formuli:

_ 189, 189, _ fz,(xo)_ﬁ,(xo) .
1+180,18¢, 1+f1’(xo)'f2'(x0)

tgo=1g(e, - 9,)

To je onaj kut za kojega treba zarotirati tangentu ¢, funkcije f, u pozitivnom smjeru (suprotno

kretanju kazaljke na satu) oko njihove zajednicke tocke da bi se poklopila s tangentom ¢,

funkcije f, (vidi sliku).
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A\

Primjer 1

Naci jednadzbu tangente i normale na graf funkcije f(x): X —3x+2 utocki &ija je apscisa

X, =2.

Rjesenje:
Ako uvrstimo x, =2 u formulu kojom je zadana funkcija, dobit ¢emo ordinatu tocke To, tj.

v, = f(x,)= f(2)=4. Sada trazimo jednadzbu tangente i normale u to¢ki 7,(2,4). Nadimo

derivaciju funkcije u tocki x, =2:
f'(x)=3x*-3 = f'(2)=9.
JednadZba tangente: y—4=9(x-2) ili
Ox—-y—-14=0.
Jednadzba normale: y—4 =—é(x— 2) il
x+9y-38=0.
x2
Naci kut pod kojim se sijeku funkcije y =4 ey iy=4-x.

Rjesenje:
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Kut ¢ pod kojim se sijeku grafovi funkcija f, i f, u tocki presjeka Ml(Xl,yl) racuna se po

poznatoj formuli

fzr(xll)_fl'!(xl) .
1+ £ (xl)fz (xl)

Tocke presjeka danih funkcija dobijemo rjeSavajuci sustav jednadzbi:

gy =

y=4-= :{x1=0, =4
2

Kut u tocki M, (0,4) dobijemo uvritavajuci tocku u ﬁ'(x) =-x i fz’(x): -1; paje fll(O): 0

£O)-£0) _ 1 a5,

1+ £(0) 4(0) !

[ le(()): —1. Dakle, 2o, =

Analogno, dobijemo kut u to¢ki M,(2,2). Neka je ¢, jednadzba pravca, a ¢, jednadzba

! !

tangente u tocki M, na funkciju y:4—§, ti. £(x)=-1a £ (x)=-x:paje 1{(2)=—1 [

zg’(z):-z.Dakle, tga, = /2 (,2)_f1 (,2) =1+E_21J)r(12)=—§ = . o, =161°33'54”
1+ £ (2)- £, (2)
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Vjezbe

Zadatak 6.13.

Naci jednadZzbu tangente i normale na funkcije u zadanim to¢kama:
(1.) f(x)=2x> —x+5 utocki To(—%ﬁj;
(2.) f(x):x3+2x2—4x—3 u tocki To(—2,5);

(3.) f(x)=4/x—1 utoekis apscisom x, =1.

Rjesenje:
(1) flx)=2x>—x+5 ;To(—%, 6]. Nadimo derivaciju funkcije u tocki x, = —%
f(x)=4x-1= f’(— —j =-3.

Jednadzba tangente kroz tocku T, (x,, f(x,)) opcenito ima oblik:

y— fx,)= £(x,)(x— x,), te je za danu funkciju jednadzba tangente:
1 0
y—6=—3[x+5j ili 2y+6x-9=0.

Jednadzba normale kroz tocku T, (x,, f(x,)) ima oblik:

1 :
y=rflx))=—— xX—x,),teje
()=o)
—6—l(x+lj ili 6y—2x-37=0
IR Y |

2)  flx)=x+2x"-4x-3; T,(-2,5).

f(x)=3x +4x-4= f'(-2)=0.

Jednadzba tangente je y—5=0, a jednadZba normale x+2=0.
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Napomena: Ako je f '(x0 ) =0 tada je jednadzba tangente y = f (x0 ) (to je pravac paralelan s

x-osi i prolazi tockom T,(x,, f(x,)), a jednadzba normale je x = x, .

(3.) f(x) =3/x—1 utockis apscisom x, =1.

Bududi da je y, = f(xo): 0, treba nadi jednadzbu tangente i normale koje prolaze to¢kom
T,(1,0). Derivacija funkcije f(x)=3%x—1 utotki x, =1 je

f(x)= B = f'(x,)= £'(1) ne postoji, tj.
3. 3(x-1)
7'(1)=1lim f'(x)= lim— L —.

JednadZba tangente je x—1=0 anormale y=0.

Napomena: Ako f'(x,)—> o kad x—1 tada jednadzba normale glasi y— f(x,)=0 te je

tangenta x—x, =0.

Zadatak 6.14.

Odrediti sjeciSte tangenti na krivulju y =

2

g u tockama za koje je y =1.
+ X

Rjesenje:

Iz uvjeta zadatka je

1+3x° x =1
=l=>x’=1=9 " . T(-L1)i T,(L1).
P e i
. o . N ) , 16x .
Nademo vrijednosti derivacije funkcije u to¢kama T} i 7, . Iz y (X):W je
3+x

ki =y(1)=-1;k =y(1)=1,paje
tiy—1=—I(x+1)=y=—x,a
t:y—1=1(x-1)=y=x.

Dakle, sjeciste tangenti na danu krivulju je S(0,0).
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Zadatak 6.15.

Nadi jednadzbu normale na graf funkcije f(x) = xIn x koja je paralelna pravcu 2x—-3y+3=0

Rjesenje:
Da bi normala na graf zadane funkcije u x, bila paralelna s pravcem p, mora vrijediti

k,=- ,gdje je k, koeficijent smjera pravca p. Iz derivacije zadane funkcije je

b
£(x)

f'(x):l-lnx+x~l:lnx+1,teje
x

f'(x,)=1Inx, +1.
2 2
Iz =—x+1=k =—:paje
y 3 »=3 pa]

1 2 5 3
- =—=2lnx,+2="b3=>hx,=——=x,=¢ 2.
Inx, +1 2

5 5 5 5
Buduti je y, :f(xo):f[e 2j:e 2.lne ? :—ge 2, graf zadane funkcije ima normalu

5
paralelnu pravcu 2x -3y +3=0 utocki 7,| e ?,—

> 2 x—e% iy =22
573 773 '

S
2e 6e?

Zadatak 6.16.

Na grafu funkcije f(x)zx2 —2x+5 nadi onu tocku u kojoj je tangenta okomita na pravac
y=X.

, te je jednadzba trazene normale:

3
2e?

y+

Rjesenje:
Da bi tangenta na graf zadane funkcije u x, bila okomita s pravcem p, mora vrijediti

1
f’(x0)=—k—, gdje je k, koeficijent smjera pravca p. Iz derivacije zadane funkcije
P

f'(x)=2x-2 slijedidaje f'(x,)=2x, 2.

Iz y=x slijedidaje k, =1, paje 2x,-2=-1=x, :%.
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2
Bududi je y, :f(xo):f(%j:(%j —2-%+5=177, graf zadane funkcije ima tangentu

okomitu na pravac y =x utocki T [%Ej

4
Zadatak 6.17.

Nadi kut pod kojim graf funkcije f(x) = arctg(l + lj sijee x- 0s.
X

Rjesenje:

Kut pod kojim graf funkcije f sije¢e x-os je kut kojega tangenta u toj tocki zatvara s pozitivnim
smjerom x-osi. Trazeni kut ¢ dobivamo kao rjeSenje trigonometrijske jednadzbe
f'(x,)=k, =tg0, gdje je x, nuliste funkcije f.

x, dobivamo rjesavajuci jednadzbu

1 1
arctg(l+—j=0:>1+—:0:>x0 =-1.

X X
Znamo da je
1 1 1
fx)= 2-(——2]=— ; T, paje
(x) 1+(1+1j * * +(x+)
X
Fx)=F1)=1.

Slijedi tgop=—-1= 0= %t .

Zadatak 6.18.

Naéi jednadzbe tangente i normale u tocki T(l,l) na graf funkcije zadane implicitno

jednadzbom x” +y° —xy—-1=0.
Rjesenje:
Oznacimo i F(x,y): x’ +y5 —xy—1,tadaje F(Ll): 0i

oF 4

5 (L) =V —x‘(l,l) =4+0,paje
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OF
Fle)= 2 =2 )=
OF  5y'—x '
y

Dakle, jednadzba tangente je: y—lz—l(x—l) ili y+x—-2=0.

JednadZba normale: y—lz—Ll(x—l) ili y-x=0.

Zadatak 6.19.

Nadi jednadzbu tangente i normale na krivulju zadanu parametarski:
x(t)= In(cost)+1,

T
y(t)= tgt+ctgt, u =7

RjeSenje:

Za vrijednost parametra ¢, =% je
4 4 V2
=xlt,)=x —|=Incos—+1=In—+1, a
X X(o) {4) 4 >
V4 Vs V4
=t )=y—|=te—+ctge—=1+1=2.
o = At) ’(J g ol

Trebamo odrediti jednadzbu tangente i normale u tocki T{Zn%+ 1, ZJ .

Bududi je
1 1
, _y'(to)_ cos’t sin’t 0+ —
y (x)— x'(to) = " sint =0,t. k, =0,
cost ,0%

tangenta je paralelna s x-osi, a normala paralelna s y-osi Y u tocki 7, pa je
t: y-2=0=>y=2,a

V2 V2

n: x—-lh—-1=0=>x=h—+1.
2 2
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Zadatak 6.20.

Nadi jednadzbu tangente i normale u tocki (0, 0) na krivulju zadanu parametarski:

x(t)=tint,
Int
HORESS

Rjesenje:
x, =x(t,)=0= t,Int, =0

v —y(t )—O:> Int, =t, =1 (parametar ¢, =0 nije iz domene zadanih
0 0o/

=0

L

funkcija pa ga ne uzimamo u obzir).

1-Int
b=y = momn L
; J’(x)LO:l t2(1+lnt)t0:1

Sada se lako dobije da je jednadzba trazene tangente y = x, a jednadzba normale y=-x.
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6.7. Primjena derivacija u odredivanju limesa funkcija

Tipi¢an zahtjev pri odredivanju granicne vrijednosti ili limesa funkcije bilo kad x —>ceR ili
kad x — +oo javlja se kada je funkcija zadana u obliku umnoska ili kvocijenta dviju funkcija f
i g. Medutim, ¢esto dobijemo umnozak ili produkt koji nije definiran i na koji onda ne mozemo
primijeniti ve¢ poznate teoreme o grani¢nim vrijednostima funkcija. ProSirenje istih dao je
G.F.A. de L'Hospital, pa Cesto kazemo da pri odredivanju limesa funkcija neodredenih oblika,

. 0 oo o N . ,
kao sto su: o 0-0, w—o00, 0°, 17, " primjenjujemo tzv. L Hospitalovo pravilo.
o0

. .0 o . . . )
Napomena: Neodredeni oblici ° i — rjesSavaju se pomocu L'Hospitalovog pravila, a ostali
0.6]

neodredeni oblici se pomocu odgovarajucih transformacija svode na jedan od ova dva oblika.

Teorem (L Hospitalovo pravilo):

Neka su fig derivabilne funkcije u okolini to¢ke ¢ € R pri ¢emu je limf(x): limg(x): 0.

X—>C

Ako postoji limw =L € R, tada postoji i limM i vrijedi da je
x—c¢ g (x) x—c¢ g(x)
tim L ) _ ji )

el g)

Specijalno, ako su ' i g' neprekidne funkcije u tocki ci g'(c) # 0, tada je L=

Napomena:

i) L'Hospitalovo pravilo vijedi i kada x — o0, za neodredeni oblik — te za limese i derivacije
[00)
slijeva ili zdesna.

ii) L'Hospitalovo pravilo se moZze primijeniti viSe puta uzastopce ako se ponovo dobije jedan

od neodredenih oblika 9 ili ®

o0
Primjer 1
Nadi limese:
Tx
. -1 .1
(1.) hme ; (2.) hmn—zx.
x—0 X X0y
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Rjesenje:

x Tx _
(L) fimé —L_[0 :nmu
500 3x 0

Naci limese:
. X—S8inx In*x
(1.) lim > (2.) im .
=0 X x>0y
Rjesenje:
— _ 1_
(1) i Ox s;nx:[%} :lin(}(x smIX) _ 01 3cosx _[g} =ling( cos!x) B
x—> X X—> (x3) x—> X X—> (3x2)
_ s1nx_[9} _lm(smx) cosx _ 1
x—0 6x O

Za neodredeni oblik 0 - koristimo transformaciju

lim(f () 'ﬂﬂ)ﬂﬁ{l@ ili lim(f () ~g(x))=1imﬂ

xX—>c 1
g(x) f(x)
i svodimo na ve¢ poznati oblik 0 ili 2

o0
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Primjer 3
Nadi limese:
(1.) }1_)1})1 xlnx; (2.). }Ci_r)%(ln(l—sinx)ftgx)
Rjesenje:
(ms)
) . Inx |- . (Inx) . )
32l (xin) <o) =t | 7 < tig Rt =i ()0
X (x x’
—si In(1-si
(2.) £i£1(}(ln(l—sinx)~ctgx)=[0-00] =£@3M={%_ =£E%M=
ctgx ctng
1. .(l—sinx)' —cqsx —cos’x -1
= lim 1=sinx___ = lim 1=8I0X iy 222 T T
10 (tgx) -0 1 w0 ]—sinx 1

2
COS X

e Za neodredeni oblik oo — oo koristimo odgovarajucu transformaciju tako da u slucaju

i) da izlu¢imo jedan clan izraza, svodimo taj oblik na neodredeni oblik 0-c, a
zatim na veé poznati oblik 9 ili f;
0
ii) da ga mozemo svesti na zajednicki nazivnik, odmah svodimo na poznati oblik
0 .. o
—ili —.
(0 0]
Nadi limese:
. L : 1 1
(1.) im| xe* —x |; (2.) im - .
X—0 =2 x+4+2 11’1()("‘3)
Rjesenje:
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- - ei—l 0
lim(xex—x):[oo—oo]:limx[ex—lj:[oo-O] =1lim :{—}:

1 0
x
(1) Ly o ;
[e’“ —1] _jex i liml
=lim~—2 =lim— ; =lime* =e~* =’ =1
X—>00 1 X—>00 b X—>00
L
. 1 1 ovdje svodimo izraz na
(2.) im - =[00—00]= et euq .. =
22| x+2  In(x+3) zajedni¢ki nazivnik
! -1
_ imln(x+3)—x—2:{9}:hm x+3 _
=2 (x+2)In(x+3) 0] == n(x+3)+ x+2
x+3
- lim x+2 :{Q}Z—mn ! _ 1
2 (x +3)In(x +3)+(x+2) [0 x¥>=2 ln(x+3)+x+3 1 2

e Neodredeni izrazi oblika 1*, 0°, «° svode se na neodredeni oblik 0-c0 pomocu

prethodnog logaritmiranja ili koristedi identitet:

. [f(x)]g(x) = !0 f(x)> 0.

Naci limese:
1.) 1 2 yx)s 2.) lim x*; 3) lim (tgx)™" .
( )xll;r(}(e X) ( )x—>0+0x ( ) lglo(gX)
x—>5
Rjesenje:

(1)

1

. oy - oo limlln(e2x+x)
hm(e +x)x = [1 ] ="

n =e’, gdje je
In(e* +x 1
L= limM = [9} = lim%(Zezx + 1) =3. Sada je lim(ez" + x)x =e' =¢’;
x>0 X 0 20 ™" 4+ x x—0
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(2.)

lim (xInx)
lim x* = [00} =e" =e’, gdje je

x—0"
1
L=lim (xlnx)=[0-0] = lim Inx_jeo) _ lim —*-=0. Sada je lim x* =¢" =¢" =1;
x—0*0 x>0 1 o0 x—0* _i x—0"0

X x’

(3.
li;n_octgx-ln(tgx)

lim, (1gx)™ = [ooo] =e 2 =e’, gdje je

4
xo=
2

L= lir;go [ctgxln(tgx)] =[0-0] = lir;go In(rgv) = {2} =

P PN 1gx o0
2 2
1 1
e
IRT l‘gx COS X T _ . . cagx L 0 _
= llggof = hr;;octgx—O. Sada je llg}o(tgx) =e" =e =1.
xo>= x—o= x—o=
2 ) 2 2
COs” X
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Vjezbe

Zadatak 6.21.

Nadi limese:
5x
. e —1 X
(1.) im ; (2.) lim <= e
x—0 2x xg)oox
T arctox @) lim arcsin/x

(3.)

lim2— 150" /Zx—xz "

oo 1 x4+1

—In——
3 x-1
Rjesenje:
Sx Sx ' 5x
(1) lim< 1={9}=lim(e 1) “lim>¢ =2,
x>0 2x 0 x—0 (2x) x>0 2

(2.)

(3.)

(4-)

!

V4 T 1
lmim lmw limo Lt :hm3(xj—1){g}:
= llnLH 0 x> ( " x"_lj = 22 x—>°°2(x +1) o0
3 x-1 30 ] S(x _1)
:hmMzhmé_xz[z}zhm@J:z;
x—>0 [2<X2 _ 1)] x—0 4x fo'e) x>0 (4X) 4 2
1

e A =

x—0"0 1(2 2x) x—0"° 1—x

arcsm\/— {0}
PN Je2—x

\/2x X’
Vi
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Zadatak 6.22.,
Naci limese:
11 In(1+x . . oxX—
(1.) hm[——#}; (2.) hm[arcsmx a-ctg(x—a)]
x>0 x X x—a a
Rjesenje:
_ 1
In(1+ —In(1+ B
(1) tim| L 10 zx) —lim——— %) n(2 ) _[O] _pm—xtl X L,
x—0 _x X x—0 X x—0 2_x t—0 2x(l +x) 2
- g arcsin ——
(2.) lim| arcsin -ctg(x—a)}:[o.oo] =lim———4% =
x~>a_ a x—a l‘g(x_a)
L
{ (x—ajz a
- 2
—{ } =lim ;l —1 lim cos (x—a)2 =
x—a . a x—a 1_[x_aj a
cos’ (x—a) .
Zadatak 6.23,
Naci limese:
. 1 1
(1) lim| =—-—2 | (2. hm( : ——2);
2\ Clgx 2cosx =0\ xsinx Xx
. 1
(3.) 115}(7—0@2)6}
RjeSenje:

(1.) 1im(xsmx— id j:[oo—oo]=1im2”in—x_”{9}

2\ cosx 2¢cosx = 2¢osx 0
. 2sinx+2xcosx 2
=lim - =—=-1.
-l 2(~ sinx) -2
. 1 1 . x—sinx |0
(2.) lim ——— =[oo—oo] =lim——=|—|=
=0\ xsinx X =0 x“sinx |0
. 1-cosx 0] .. sinx
=lim - > =|—|=lim— =
0 2xsinx+ x> cosx | 0] x>0 2sinx+2xcos x +2xcos x + x*(— sin x)
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. sinx 0
=lim— —=|—=
=02 sinx+4xcos x —x° sinx 0

. cos x 1
=lim - - > =—.
x>0 2cosx+4cosx+4x(—smx)—2xs1nx—x cosx 6

. 1 2 . 1=x’ctg’x
(3)  lim| 5 —ctg’x |=[oo—o0] :llm—2g=
x—0 X x—0 X
.2 2 2 . .
. Sin“x—x"cos”x . (sznx—xcosx)(smx+xcosx)
=lim — =lim — . ;
x=0 xX°sin” x x=0 X sinx-sinx
Bududi je
. . COSX—COSX+XSinx
Iim — |=1lim =

0 x>0 Dxsinx+ x> cosx

sinx—xcosx |0
2 . -
=0 X sinx

. sinx 0 . cos x 1
=lim— =|—|=lim —=—,
=0 2sinx+xcosx [ 0] 0 200SX+COSX+X(— sin x) 3

. Sinx+Xxcosx 0 . COSX+cosx—XxSinx
lim————=| — |=1lim =2,
x>0 sSinx 0 x>0 cos X
toje
. (sinx—xcosx sin x + xcos x
lim — . - =
x>0 X smx sin x
. (Ssinx—xcosx) ,. (Sinx+Xxcosx 2
=lim — -lim - =—.
x—=0 x°sinx x>0 Sinx 3
Zadatak 6.24.
Naci limese:

. (2 x
(1.) hn(} —arccosxj ;

V4
1
)xz
’
X

(2.) lim

sin x
x—0 X
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3
(5.) lim x4~ ;

x—0%0

1
(6.) xlirg}o (ctgx)lnx ;
1

(7.) 1in(}xl“(”);

1
(8.) £1£13(1 +sinx)x.

Rjesenje:

- .1
(1.) lim [z arccoij = [1“’] = elli%}ln(fmsxj =e", gdje je

x>0\ g1

ln(zarccos x) 0 5 5
L =lim—7% =|2| =lim ( ” j _ __Z.
x>0 b 0 0|\ 2arccos x 1= x2 T

. (2 PR
lim| —arccosx | =e ”
x—0 T

sinx

1
i 2 1imi21n—
(2.) 1im(sme =[1"]=e™" * =¢’, gdjeje

x—0 X

I sin x X Xxcosx—sinx
. 0] . sinx 2
L =lim—2X—=|—| =lim 30X X =
x—0 x2 0 x—0 2x
. X . XcoSx—Sinx . XCOSX—Sinx 0
=lim——-lim 3 =lim ; =|—|=
x>0 gip x x>0 2x x—0 2x 0

. _COSX+ x(— sin x)—cosx . sinx 1
=lim =—1lim =——;

x—0 6x2 =0 Hx 6

. — 1
. sin x )« 5
lim =e
x—0 X

(3.) lxiilll[l‘g %jtgz = [1‘”] - eﬁﬂ[’g%‘“(f&’%ﬂ =e, gdje je
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x—1

X
1n£tg4) 0
L= lim{tg%-ln(tg%ﬂ ~[%:0] =lim——22_ {_} -
C

T
1g— cos? ™ 4 2sin” —
. 4 1
=lim = (— —j lim =
PN 1 T x—1 . ™
- -— 28in—-cos—
.2 2 4
sin
sin? =
= —lim =— lim(sin —) =-1;
x—1 . X x—l1
Sin—
L]
2
hnll[tg ﬂ—] =e
1i1r71r|:tgx ln(sinx)}
(4.) lim (sin x)tgx = [1‘”} =e =e", gdje je

x—>=

2

L =£i_r)172}[tgx-ln(sinx)]=[oo-0] i@%{%}:

——COSX
= lim S#1X = — lim[cos x - sin x| = 0;
.t 1 .t
2 T 2
sin” x

1. . 1gx _ 0 :1
x:n%(sm x) e

3 o fim, ? Inx .
1 x>0t 4+ — ia 1
(5.) lim x#hv = [0 ]: e =" odje je

x—0*0

3
L = lim 20X |90 _ fim X =3,

0" 4+Inx | oo 1

X

3
lim x4 = e3
x—070

o T e
(6.) x]ir(}}o (ctgx)ﬁ — I:OOO:| — exllglo{mln(ctg )} _ eL’ ngeJe
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1 1
In(ct '(— . )
L=1lm M:[E} -~ lim ctgx Sin” x

x—0*° Inx o0 x—0*°
X
. X ) 2x 0 . 2
=—11m0+:—11m0 - =|— :—hmo—:—l;
x=0"" cos X sin x x=0" §in 2x 0 =0 cos2x -2

lim (ctgx)ﬁ —e!

x—0%0

! ¥-lnx lim{ 1) ~1nx}
(7) lirnxln(e' —1) _ [00} _ limeln<e —1) _ exa ln(e —1)

= eL, ngeJe
x—0 0
1
Inx 0 - o 1 .
lim =|—| =lim—*—=lim =|—|=lm =1;
x—0 ln(ex —1) 00 -0  eF x>0 xe¥ 0 0 % 4+ xe*
e —1
. In(e* -1
hmxn(e ) =e' =e
x—0
1 N SX
lim| tsmx
.| In(14si Jn
1 1 l o0 . l111(1Jrsinx) JT}][M} 0 1 1
(8) hm(1+81nx)x :I:l :I :hmex =e =e =—e =e.
x—0 50
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6.8. Ispitivanje toka i crtanje grafa neprekidne realne funkcije

Ispitivanje toka neprekidne realne funkcije f koja je zadana analiticki, tj. formulom, sastoji se
od sljededih koraka:

1. Podrucje definicije (prirodna domena), parnost i periodicnost

Da bi se odredila prirodna domena D, zadane funkcije f potrebno je poznavati osnovne

elementarne funkcije i postupke za rjeSavanje jednadzbi ili nejednadzbi.

Funkcija f je
. parna ako je f(—x)= f(x) za svaki xe D,;
ako je f parna funkcija, onda je njen graf simetri¢an s obzirom na os y pa je dovoljno ispitati

tok funkcije f* samo na skupu D, ﬂ[0,+oo>;

. neparna ako je f(—x)=—f(x) zasvaki xe D,;
ako je f neparna funkcija, onda je njen graf centralno simetri¢an s obzirom na ishodiste pa je

dovoljno ispitati tok funkcije /* samo na skupu D, ﬂ[0,+oo>;

° periodi¢na (trigonometrijske funkcije) ako postoji P =0 takav da za svaki xeD,

vrijedi £ (x+ P) = f(x);

ako je f periodi¢na funkcija sa temeljnim ili osnovnim periodom P (najmaniji pozitivni broj)
. S . P P
onda je dovoljno ispitati tok funkcije /" samo na skupu D, ﬂ[—;,;}.

2. Sjecista ili diralista s koordinatnim osima

e Nul-tocke funkcije tj. tocke u kojima graf funkcije sijeCe x-os: Sx (x, 0);
Rje3ava se jednadzba f'(x)=0. Ako jednadzba f(x)=0 nema rjedenja, onda funkcija f

nema nul-to¢aka. Jednadzba f (x)=0 moZe imati vi3e rjeSenja, tj. funkcija f moze imati vise

nul-toc¢aka (moze ih biti cak beskona¢no mnogo).

e AkojeOe D, odreduje se sjeciSte grafa funkcije sa y-osi tj. diraliSna tocka Sy(O,f(O))

Ako 0 ¢ D, onda takva tocka ne postoji.

3. Asimptote (vertikalna, horizontalna, kosa)

Asimptota funkcije je pravac sa svojstvom da udaljenost izmedu tocke na grafu funkcije i tog
pravca tezi k nuli kada tocka na grafu odmice u beskonacnost. Funkcija moze (ali i ne mora)
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imati vertikalne, horizontalne i kose asimptote. Asimptote obi¢no crtamo isprekidanim
linijama.

e Neka je a € R KaZzemo da je pravac x =a desna vertikalna asimptota funkcije f ako
je
lim f(x)=c0 ili lim f(x)=—c0.
Analogno, pravac x =a je lijeva vertikalna asimptota funkcije f* ako je
limof(x) =00 jli lirr_lof(x) = —00,

x—a-

e Pravac y=b je desna horizontalna asimptota funkcije f ako je
limf(x):beR.

Analogno, pravac y =c je lijeva horizontalna asimptota funkcije f ako je
limf(x):ceR.

X—>—%

e Pravac y =kx+/ je desna kosa asimptota funkcije f ako je

lim&:kl e R\{O} i lim| f(x)~kx]=l R

X—>0 X

Analogno, pravac y =k,x+/, je lijeva kosa asimptota funkcije f ako je

limM=k26R\{0} i lim[ f(x)-kx]|=1¢€R.

x—>-0  x X—>—00

Napomena:
1) Funkcija f moZe imati vertikalnu asimptotu x =a samo ako je a tocka na rubu domene

D, u kojoj funkcija nije definirana.
2) Funkcija f moZe imati vise (¢ak beskonacno mnogo) vertikalnih asimptota.
3) Funkcija f ne moZe imati horizontalnu i kosu asimptotu na istoj strani grafa tj. postojanje

desne horizontalne asimptote iskljucuje postojanje desne kose asimptote i postojanje lijeve
horizontalne asimptote iskljuCuje postojanje lijeve kose asimptote (vrijedi i obrnuto). Ipak,
funkcija f mozZe imati lijevu horizontalnu i desnu kosu ili desnu horizontalnu i lijevu kosu
asimptotu.

4. Intervali monotonosti (rast i pad) i tocke lokalnih ekstrema (minimum i
maksimum)

Poopcenje najvaznijeg teorema diferencijalnog racuna tj. Lagrangeovog teorema srednje
vrijednosti dao je Cauchy, a za posljedicu imaju da se o svojstvu funkcije f moze prosudivati
na osnovu svojstva njene derivacije f'tj.
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Teorem o monotonosti derivabilne funkcije: Neka je f:I — R derivabilna funkcija na
intervalu [ = <a,b>, a njezina derivacija f' neprekidna na I. Ako je u tocki x, € I derivacija
f'(x0)> 0, tada funkcija f strogo raste u nekoj okolini toc¢ke x,(vrijedi i obrat), a ako je
f'(x,) < 0, tada funkcija f strogo pada u okolini to¢ke x, (vrijedi i obrat).

Ako lijevo od x, derivabilna funkcija f raste i f’(x)>0, desno od x, funkcija f pada i
£'(x)<0, tada u toeki x, funkcija f je stacionarnai f'(x,)= 0. Medutim, vrijedi opéenito:
kazemo da je tocka x, stacionarna za funkciju f ako je f u tocki x, derivabilna i ako je

f'(xo ) =0.
Teorem o ekstremu: Neka je f: R — R derivabilna na intervalu I ={a,b).

Ako je f’(x0)= 0 i ako postoji 6>0 (0 - okolina tocke x,), takva da za
(x € <x0 —5,x0>):> (f'(x)>0)i (x € <x0,x0 +§>):> (f'(x)<0), onda f utocki x, ima strogi

lokalni maksimum, a

ako je f'(x,)=0 i ako postoji 5>0 takva da (xe(x,—6,x,))=(f(x)<0) i

(x € <x0,x0 + 5>):> (f'(x)>0), onda f utocki x, ima strogi lokalni minimum.

Napomena: Lokalni minimum i lokalni maksimum jednim imenom zovemo lokalni ekstrem.

Na osnovu ova dva teorema, postupak ispitivanja intervala monotonosti i strogih lokalnih
ekstrema zadane funkcije, bio bi sljededi:
1. Nakon $to odredimo domenu funkcije, nademo 1" (x);

2. Rijesimo jednadzbu f’(x) = 0 i dobijemo tzv. stacionarne tocke.
(Tocke u kojima je f'(x)=0ili f'(x): +oo ili f'(x) ne postoji nazivamo kriticne tocke);
3. U svakom od intervala, lijevo i desno od dobivenih tocaka izaberemo najpovoljniju tocku
X: za racunanje i izraunamo [ (x:). Sjetimo se; ako je f'(x:) > O funkcija raste, a ako je

f"(x¢) < 0 funkcija pada na tom intervalu.
4. Ako f' mijenja predznak prilikom prijelaza iz jednog intervala u drugi interval, onda

zadana funkcija u stacionarnoj toc¢ki ima lokalni ekstrem i to maksimum (odnosno
minimum) ako je vrijednost f"lijevo od stacionarne tocke pozitivna (odnosno_negativna),

a desno negativna (odnosno pozitivna).

Teorem (Specijalan slucaj za ispitivanje ekstrema): Neka je x, stacionarna tocka funkcije
f:I—> R, ICRt. f'(xo): 0. Ako je tocki x, funkcija dva puta derivabilna i f"(xo) #0,

onda funkcija f utocki x, ima: lokalni maksimum ako je f"(x,)< 0, a lokalni minimum ako
je f'(x,)>0.
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Teorem (Opdi slucaj): Neka je f:1— R k puta derivabilna funkcija na I, k > 2. Ako je
f(x)=0, f(x)=0,., ﬂk’l)(xo): 0i f(k)(xo);t 0, tada funkcija f utocki x, ima lokalni

ekstrem za k-parno, i to: lokalni maksimum ako je f<k)(xo)< 0 i lokalni_ minimum ako je

ﬂk)(xo) > 0. Ako je k-neparan broj, tada funkcija nema lokalni ekstrem u tocki xo.

5. Intervali zakrivljenosti (konveksnost i konkavnost) i tocke infleksije

Funkcija f je konveksna (odnosno konkavna) na nekom otvorenom intervalu ako i samo ako
je njezin graf iznad (odnosno ispod) tangente u proizvoljnoj tocki tog intervala.

Tocka iz domene funkcije u kojoj funkcija prelazi iz konveksne u konkavnu ili obratno zove se
tocka infleksije ili pregiba (vidi sliku).

Teorem: Neka funkcija f: 11— R ima neprekidnu drugu derivaciju " na intervalu |.
Funkcija f je konveksna (strogo konveksna) na I, ako i samo ako je £'(x)>0 (f"(x)>0)za

svako xe 1.
Funkcija f je konkavna (strogo konkavna) na I, ako i samo ako je f'(x)<0 (f"(x)<0) za

svako xe [I.

Postupak za pronalaZenje intervala zakrivljenosti i tocaka infleksije:

1. Nakon $to odredimo domenu funkcije, nademo 1" (x);
Rijesimo jednadzbu 1" (x) = 0;

3. Odredimo predznak funkcije " po intervalima:
ako je "> 0 funkcija je strogo konveksna, a ako je " < x funkcija je strogo konkavna;

4. Tocke infleksije ili pregiba su to¢ke iz domene funkcije u kojima " mijenja predznak t;.
dolazi do promjene iz konveksnog u konkavno i obratno.

6. Graf funkcije

Prilikom crtanja grafa moguce je otkriti nelogi¢nosti, odnosno pogreske u prethodnim
koracima te ih valja ispraviti.
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Rjesenje:

Zadana funkcija je elementarna pa je neprekidna (u svakoj tocki u kojoj je definirana).
Isto vrijedi i za njene derivacije.

1. Podrucje definicije (prirodna domena), parnost i periodi¢nost
.2 _ _
D, ={xeR:x*(x—4)=0}=R\{0,4} =(-00,0)U(0,4)U(4,).
Funkcija nije ni parna ni neparna jer domena nije simetri¢an skup s obzirom na nulu.
Funkcija nije periodi¢na jer u njenoj formuli nema trigonometrijskih funkcija.
2. Sjecista ili diralista s koordinatnim osima

f(x)#0 zasvaki x e D, pa funkcija nema nul-to¢aka.

£(0) ne postoji jer 0 ¢ D,. Dakle, graf funkcije f niti sijece niti dodiruje os .
3. Asimptote

Moguce vertikalne asimptote su pravci x=0 i x =4. Naime, 0 i 4 su tocke na rubu domene
D, u kojima funkcija nije definirana.

. 16 . . .
lim ————=-o0 = x=0 je desna vertikalna asimptota.

=00 x* (x—4)

. 1 I . .
lim 2—6 =—00 = x =0 je lijeva vertikalna asimptota.
=00 x* (x—4)

. 16 . . .
lim ———— =0 = x =4 je desna vertikalna asimptota.

4 x? (x—4)

. 1 e . .
lim 2—6 =—-00 = x =4 je lijeva vertikalna asimptota.
4" x (x—4)

Funkcija bi mogla imati horizontalne asimptote jer limesi lim ' (x) i lim f(x) imaju smisla

xX—>—0

(u domeni D, je mogucée da x —»> o0 ida x > —o0).
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16
lIim———=0¢ell
xl—lgxz(x—4) <

= y =0 je desna horizontalna asimptota.

) 16
lim ——=0ell
)C*)—OOx (x_4)
= y =0 je lijeva horizontalna asimptota.

Funkcija ima desnu i lijevu horizontalnu asimptotu pa nema kosih asimptota.

4. Intervali monotonosti i tocke lokalnih ekstrema

_ 16 2x(x—4)+x" | 16x(8-3x) 16(8-3x)

f' X - 5
x4(x—4)2 )c“()c—4)2 x3(x—4)2
Df,:Df;
f'(x)=0
16(8-3
16(8=3%) g 3y—pesx=?:
x3(x—4 3
7 8)_ 16 _ 16 27
3) (8Y(8 644 16
3037 93
. ey Y N . . 8 27
Dakle, jedina kriticna tocka zadane funkcije je stacionarna tocka 3 16 )
-
3
Rubovi domene D, funkcije f su:
_009094500

pa su intervali monotonosti:

(<20, (03).(3.4).(4:0),

f'(-1)<0= f je padajuca na <—00, 0>;

f'(1)>0= f jerastucana <0,§>;
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/'(3)<0= f je padajuca na <§,4>;

/'(5)<0= f je padajuca na (4,0).

Tocka lokalnog ekstrema funkcije f moZze biti samo kriti¢na tocka funkcije f.
Kako je

f'(x) >0 za svaki xe<0,§> (jerje f'(1)>0)

f'(x) <0 za svaki xe<§,4> (jerje f'(3)<0),

ondaje M(%,—]z—gj tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

5. Intervali zakrivljenosti i tocke infleksije

f"(x)= ﬁ{—&f (x—4) —[3x2 (x—4) +2x° (x—4)}(8—3x)} =
:%{—%(x—@—[3(x—4)+2x](8—3x)} -
=ﬁ[—3x(x—4)—(5x—12)(8—3x)] =

=ﬁ(—3x2 +12x—76x+15x7 +96)=ﬁ(12x2 —64x+96) =
=ﬁ(3x2 —16x+24);

Df” =Df;

f"(x)#0 zasvaki xe D,. jer jednadzba 3x* —16x+24 =0 nema realnih rje3enja.
Dakle, S, =& pa zadana funkcija nema tocaka infleksije.

Rubovi domene D, funkcije f su:

—x0, 09 45 0

(=00,0),(0,4),(4,0).

f"(-1)<0= f je strogo konkavna na <—oo, O>;

pa su intervali zakrivljenosti:
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f"(l) <0=> f je strogo konkavna na <0,4>;
f"(5)>0= f je strogo konveksna na (4,).

6. Graf funkcije

f(x) =xIn’ x.

Rjesenje:

Zadana funkcija je elementarna pa je neprekidna (u svakoj tocki u kojoj je definirana).
Isto vrijedi i za njene derivacije.

1. Podrucje definicije (prirodna domena), parnost i periodi¢nost

D,

={xell :Inxel } =0~ :<0,oo>.
Funkcija nije ni parna ni neparna jer domena nije simetri¢an skup s obzirom na nulu.
Funkcija nije periodi¢na jer u njenoj formuli nema trigonometrijskih funkcija.

2. Sjecista ili diralista s koordinatnim osima

f(x)=0ex’x=0ch’x=0hx=0cx=1.
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Prema tome, je nul-tocka zadane funkcije.
£(0) ne postoji jer 0 ¢ D,. Dakle, graf zadane funkcije niti sijece niti dodiruje os y.

3. Asimptote

Moguca desna vertikalna asimptota je pravac x =0. Naime, nula je tocka na rubu domene
D, u kojoj funkcija nije definirana, a ima smisla samo desni limes u toj tocki jer zadana

funkcija nije definirana lijevo od nule.

1
In’ x oo |LP 2lnx~% 2Inx
lim xIn® x =[0-00] = lim =|—=|= lim ——2 = lim =
x>0 x—0*0 l o0 x—0*° b x—0*0 _ l
X X X

2

:[ﬁ}z lim i:zlimx:o.
—00 x>0 L x—0"
xZ

LP
Napomena: Jednakost = se dobiva primjenom L' Hospitalovog pravila.

Dakle, kad x — 0" onda ¥ — 0" pa x =0 nije desna vertikalna asimptota zadane funkcije.

Funkcija bi mogla imati samo desnu horizontalnu asimptotu jer jedino limes limf(x) ima

X—>0

smisla (u domeni D, je moguce da x — oo, alineida x > —x).
limxIn*x=0w¢gll.
X—>0

Zaklju€ujemo da zadana funkcija nema horizontalnih asimptota.

Funkcija bi mogla imati samo desnu kosu asimptotu jer samo limesi

1imM=k1 i lim| f(x)-kx]=1

X—>®0 X

imaju smisla (u domeni D, je moguce da x — oo, alineida x — —).

2
k im ) g A
X—>0 x X—>0 %

pa funkcija nema ni kosih asimptota.

4. Intervali monotonosti i tocke lokalnih ekstrema
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f’(x)=lnzx+/-2lnx'%=lnx(lnx+2);

f'(x)zO

lnx(lnx+2)=0<:>lnx=0 ili hx=—2<x=1ili x=¢7;

f()=1I"1=0, f(e?)=e’In’(e?)=e7(-2) =4e”.

Dakle, kriticne tocke zadane funkcije su stacionarne tocke (1,0) i (e’2,4e’2).

Rubovi domene D, funkcije f su:

0,00

<O, e’ > , <e_2 , l> , <1, oo>.

f’(e%) >0= f jerastucana <0, e*2>;
f’(efl) <0= f je padajuca na <e*2,1>;
f'(e)>0= f jerastu¢ana (1,).

pa su intervali monotonosti:

Tocka lokalnog ekstrema funkcije f mozZe biti samo kriticna tocka funkcije f.
Kako je
f'(x)>0 zasvaki xe <O,e’2> (jer je f'(e’3) >0)

f'(x) <0 za svaki xe<e’2,1> (jer je f'(e’1)<0),

onda je M(e‘2,4e‘2) tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

Kako je
f'(x) <0 za svaki xe<e"2,1> (jer je f’(e_1)<0),

f'(x)> 0 za svaki xe<1,oo> (jerje f'(e)>0),

onda je 7(1,0) totka lokalnog minimuma funkcije f.
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5. Intervali zakrivljenosti i tocke infleksije

1 1 2
f'"(x)=2Inx-—+2-—=—-(Inx+1)
X X X

Dy = Dy
, f'(x)=0
;(lnx+1)=0(:>lnx+1=0<:)1nx=—1(:>x=e‘1
flehy =
S, ={e™"}
Rubovi domene D, funkcije f su:
0,0

pa su intervali zakrivljenosti:

<0, e’ > , <e_l , oo>.

f”(e‘z) <0= f je strogo konkavna na <0,e_1>;

f"(1)>0=> f je strogo konveksna na <e*1,oo>.
Tocka infleksije funkcije f moZe biti samo tocka (e’l,e’l).

Kako je
f"(x) <0 zasvaki xe<0,e’1> (jer je f"(e’2)<0),

f"(x)>0 za svaki xe<e‘1,oo> (jerje f"(1)>0),

onda je I(e“,e") toc¢ka infleksije funkcije f.
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6. Graf funkcije

y = zln’z

° M(e™? 4e™%)

"m(1,0) 12

f(x) = xe ™"

Rjesenje:
Zadana funkcija je elementarna pa je neprekidna (u svakoj tocki u kojoj je definirana).
Isto vrijedi i za njene derivacije.

1. Podrucje definicije (prirodna domena), parnost i periodi¢nost

Za svaki x € D, vrijedi:

2

f(=x)=—xe™) =—xe™ =—f(x)
paje f neparna funkcija. Prema tome, ispitivat ¢éemo tok funkcije samo na skupu

D, ﬂ[O,oo>=D ﬂ[O,oo>=[O,oo>.

Funkcija nije periodi¢na jer u njenoj formuli nema trigonometrijskih funkcija.
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2. Sjecista ili diralista s koordinatnim osima

f(x)=0<:>xe_’“2 =0 x=0.

je nul-tocka i sjeciste s osi y.
3. Asimptote

D, =0 pa funkcija nema vertikalnih asimptota.

Funkcija bi mogla imati desnu horizontalnu asimptotu jer limes limf(x) ima smisla (u

X—>0

domeni D, je moguée da x — o).

) LP
lim xe ™ =[o0-0] = lim 5 :[f}:nm L o

X—© X—© ex 00 X—>0 2xex
= y =0 je desna horizontalna asimptota.
Funkcija nema desne kose asimptote jer ima desnu horizontalnu asimptotu.

4. Intervali monotonosti i tocke lokalnih ekstrema

()= -2 —(1-24%)e

=P
f'(x)=0
2 x=0 1
1-2x")e™" =0=1-2x"=0=x=—~0.707107,;
(1-2x") 5
| R P
%)%
1
S —J
1%
Rubovi intervala [0,oo> su:
0,00

pa su intervali monotonosti (na intervalu [0,00> ):

1 1
05_ s\ T > .
< ﬁ>< 2 °°>
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1 1
"'—|>0= f jerastuéana (0,—);
f(z) 7 < ﬁ>

. . 1
f'(1)<0= f je padajuca na <—,oo>.
¥ 7

Tocka lokalnog ekstrema funkcije f moZze biti samo kriti¢na tocka funkcije f.

Kako je

f'(x)>0 zasvaki x e <O,%> (jer je f’(%j >0)
i

f'(x)<0 zasvaki x e <%,oo> (jerje f'(1)<0),
onda je M(%,%e“j tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

5. Intervali zakrivljenosti i tocke infleksije

f"(x) =—4xe ™™ —2x(1 —2x° )e"‘2 = 2x(2x2 —3)e"‘2;

2x(2x2 —3)e-x2 N x(zx2 —3) 05 =0 ili x= \ﬁ ~1.22474;
2

3 3 n
f(O)ZO, f{ 5j= —e .

2
3
S2 = {O, 5}

Rubovi intervala [0,oo> su:
0,0

pa su intervali zakrivljenosti (na intervalu [0,oo>):
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B

3
f"(l) <0= f je strogo konkavna na <0,\E>;

3

f,,(z) >0=> f je strogo konveksna na <\/; oo>,

Kako je

f"(x)<0 za svaki xe<0,\/§> (jerje f"(1)<0),

f"(x)>0 za svaki xe<\/§,oo> (jerje f"(2)>0),

onda je IL\/%,\/%(”J tocka infleksije funkcije f.

6a. Graf funkcije na intervalu [O,oo>
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6b. Graf funkcije

Rjesenje:

Zadana funkcija je elementarna pa je neprekidna (u svakoj tocki u kojoj je definirana).
Isto vrijedi i za njene derivacije.

1. Podrucje definicije (prirodna domena), parnost i periodi¢nost

D, =0 \{2} =(-,2)U(2,).

Funkcija nije ni parna ni neparna jer domena nije simetri¢an skup s obzirom na nulu.
Funkcija nije periodi¢na jer u njenoj formuli nema trigonometrijskih funkcija.

2. Sjecista ili diralista s koordinatnim osima

1
f(x):0<:>xe§:0<:>x:0.

je nul-tocka i sjeciste s osi y.
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3. Asimptote

Moguca vertikalna asimptota je pravac x = 2. Naime, 2 je tocka na rubu domene D, u kojoj

funkcija nije definirana. Ocito oba limesa
lim f(x) i lim f(x)
x_)2+0 0

x—27

imaju smisla.

1

lim xe*? = paje x =2 desna vertikalna asimptota.

x—2*0

1

lim xe*? =0.
x%Z’O

Funkcija bi mogla imati horizontalne asimptote jer limesi lim f'(x) i lim f(x) imaju smisla

xX—>—0

(u domeni D, je mogucée da x —> o0 ida x > —o0).

1
limxe*?2 =0 g[]
X—>0

| = funkcija nema horizontalnih asimptota.

lim xe*? = —c0 ¢ []

X—>—00

Funkcija bi mogla imati kose asimptote jer svi pripadni limesi imaju smisla (u domeni D, je
mogucée da x > o ida x > —w).

L
limﬂzlimﬁzlzk1 el \{0};
X—>0 x X—>0 %
1 |
liml:f(x)—klx] = lim(xex2 —xj =[0—o0] = lirnx[e)‘2 —1] =[0-0] =
1
- B 12 2 e 2 1
x-2 __ LP — -
—1im% 1=[9:|=lim(x—)=limx—2ex2 _
X—® l 0 X—»00 _ L X—>0 (X _ 2)
X x’
x’ —
=lim————— lime*? =1=/ €[l
X0 x¥7 — x+4 X—>00

paje y=x+1 desna kosa asimptota;
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1
lim f(x): lim e =1=k, e \{0};

oo x o A
lim [ f(x)-k,x]= lim £xex12 —x] =[~o0+]= lim x(ex; —1] =[--0]=

X—>—0 X——0 X——0

1 L
- - o) 2 e 2 1
x-2 LP — _
= lim & 1:[9}:11111 (=2 = vl =
X—>—0 l O X—>—0 _i X—>—0© (x _ 2)
2
X X
x’ —
=lim —— lime*? =1=/, €l

T 2 .
Dol —dved o
=1 =

paje y=x+1ilijeva kosa asimptota.

4. Intervali monotonosti i tocke lokalnih ekstrema

1 1 2 _ 1
f’(x) —ev2 X el =g 21— X = |= X Sxt4 ex2;
(x-2) (x—2)

Dakle, kriti¢ne to¢ke zadane funkcije su stacionarne tocke (l,e_l) i (4,46”2).

S, ={1,4)

Rubovi domene D, funkcije f su:

—00, 2,00

(—0,1),(1,2),(2,4),(4,0).

pa su intervali monotonosti:

£'(0)>0= f je rastu¢a na (—o0,1);
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f’(%) <0= f je padaju¢a na (1,2);
/'(3)<0= [ je padajuca na (2,4);
/'(5)>0= f jerastutana <4,oo>.

Tocke lokalnih ekstrema funkcije f* mogu biti samo kriti¢ne tocke te funkcije.

Kako je
f'(x)>0 za svaki x e (—o0,1) (jerje f'(0)>0)

f'(x)<0 zasvaki x e(1,2) (jer je f’(%]<0 ),
ondaje M(l,e‘]) tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

Kako je
f'(x)<0 zasvaki x€(2,4) (jerje f'(3)<0)

f'(x)>0 za svaki x (4,) (jerje f'(5)>0),

onda je m(4,4e”2) tocka lokalnog minimuma funkcije f.
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5. Intervali zakrivljenosti i tocke infleksije

1 1 1
(2x 5) 2 (_5)26;;46"_2 (x—2)2—2(x—2)(x2—5x+4)eE
Yo
”x — =
2
(2x-5)(x-2)- X" o(_spad)
= X— ex_2=
(x—2)3
2
%f 9x+10-> 5x+472/f+1ox § | y4p X TOXEA
e 2 — x—2 2
(x 2) ()c—2)3
_(x+2)(x—2)—x2+5x—4ex / 447 +5x—4 xlj_ 5x-8 e"%z'
()6—2)4 (x 2) (x—2)4 ’
Dy =Dy
f”(.)C):O
5x—8

1
2 =0 5x-8= O@x—%

Rubovi domene D, funkcije f su:

pa su intervali zakrivljenosti:

f,r(l) <0= f je strogo konkavna na <—oo,§>;

f"(%j >0= f je strogo konveksna na <§,2>;

f"(3)>0= f je strogo konveksna na (2,).
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Kako je
f"(x)<0 za svaki xe<—oo,§> (jerje f"(1)<0),

f"(x)>0 za svaki xe<§,2> (jer je f”(%)>0),

onda je [(%,%e‘”j tocka infleksije funkcije f.

6. Graf funkcije

- Y

‘ M
e I
’ A
.

Rjesenje:

Zadana funkcija je elementarna pa je neprekidna (u svakoj tocki u kojoj je definirana).
Isto vrijedi i za njene derivacije.

1. Podrucje definicije (prirodna domena), parnost i periodi¢nost

D, =0 \{0} =(~90,0)U(0,).

Za svaki x € D, vrijedi:
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S (=)=l | 2= In(=x)" | = I (2= 02 = £ ()

paje f parna funkcija. Prema tome, dovoljno je ispitati tok funkcije samo na skupu

D, ﬂ[O,oo>=D ﬂ[0,00>:<0,oo>.

Za x >0 vrijedi:

f(x)=vx(2-2Inx)=2x (1-1nx).
Funkcija nije periodi¢na jer u njenoj formuli nema trigonometrijskih funkcija.
2. Sjecista ili diralista s koordinatnim osima

f(¥)=0=2Jx(1-Inx)=0=1-hx=0=hx=1cx=c

Prema tome, je jedina nul-toc¢ka zadane funkcije na intervalu <O,oo>.
£(0) ne postoji jer 0 ¢ D,. Dakle, graf funkcije niti sijece niti dodiruje os y.

3. Asimptote

. ' . l-Inx |oo|LP
Jim, £ (x)= Jim 24 (1-Inx) =[0-o0] = lim — :H:

2/x

1
Lp A/
= lim —ff: lim 4v/x =0

x—0*0 x—0"

PYas

pa funkcija nema vertikalnih asimptota na desnoj strani grafa;

lim £ (x)=1im2y/x (1-Inx) = —0 &[]

X—>0 X—>0

pa funkcija nema desnu horizontalnu asimptotu;

im? (%) _ 1imw={ﬁ}ihm—x= lim % =0=f:
X—>00 x X—>0 ,\/; X—>00 L X—>00 x
2x

k, ¢ \{0} pa funkcija nema desnu kosu asimptotu.
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4. Intervali monotonosti i tocke lokalnih ekstrema

f/(x):%(l_lnx)+2\/;'—71:l—lnx—z :_1+11’1x

N

D, =D,N[0,%);

f'(x)=0
_1+1nx

Jx

=0l+lhnx=0hx=-1x=¢".

fe")=ae" =4e,
S, = {e’l}

Rubovi intervala <O,oo> su:
0,0

pa su intervali monotonosti (na intervalu <0,oo>):
<O, e71>,<e’1,oo>.

f'(e_z) >0= f jerastutana <0,e‘1>;
f'(1)<0= f je padajuca na <e‘1,oo>.

Tocka lokalnog ekstrema funkcije f mozZe biti samo kriticna tocka funkcije f.

Kako je
f'(x) >0 za svaki xe<0,e’1> (jer je f’(e’2)>0)

f'(x) <0 za svaki xe(eil,oo> (jerje f'(1)<0),

onda je M(e’],4e"’2) tocka lokalnog maksimuma funkcije f.
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5. Intervali zakrivljenosti i tocke infleksije

1 1 1 2
PR ALY A T
X X 2x\/;’

D, =D, N[0,);

f"(x)=0
Inx—1

2x\/;

=0 hx-1=0x=ec

Rubovi intervala (0,0) su:
0,00

pa su intervali zakrivljenosti (na intervalu <O,oo>):

<O, e> , <e, oo>.

f"(1)<0= f je strogo konkavna na (0,e);

f"(ez) >0= f je strogo konveksna na <e,oo>.

Kako je
f"(x)<0 zasvaki xe(0,e) (jerje f"(1)<0),

f"(x)>0 zasvaki x € <e,oo> (jer je f”(ez) >0),
onda je /(e,0) toka infleksije funkcije f.
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6a. Graf funkcije na intervalu <O,oo>

M (e_l, 46_1/2>

6b. Graf funkcije

M,

Mo
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m Funkcije kod koje je tocka lokalnog ekstrema kriticna tocka koja nije stacionarna:

1 |x akoje x=0
f(x)—|x|—{_x akoje x<0
D, =[] =(—o0,00);

1 akoje x>0

f'(x)={

—1 akoje x<0

F(0+6)-7(0) . ¢

1:(0)= im = lim =1 -
-0 t-0 o0t :>f'(0):1imf(0+t) f(O) ne postoji.
, F0+0)=7(0) . 0 t-0
£1(0)= lim = i
f(0)=0

Rubovi domene funkcije f su:

pa su intervali monotonosti:

Kako je
f'(x)=-1<0 zasvaki x<0

f'(x)=1>0 za svaki x >0,

onda je m(0,0) totka lokalnog minimuma funkcije f.
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Graf funkcije y = |x| :

y = |z|
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6.9. Primjena derivacija na stvarnim problemima

Dva broda pocinju ploviti na udaljenosti od 50 milja. Brod A je zapadno od broda B i pocinje
ploviti prema istoku (tj. prema brodu B) brzinom od 10 ¢vorova, a istodobno brod B zapocinje
ploviti prema jugu brzinom od 15 ¢évorova. Nakon 3 sata plovidbe, kojom se brzinom mijenja
udaljenost izmedu dva broda?

50 milja
brod Al . “
tatak brod A brod B pocetak
pocetakf---------- -
¥
prijedena udaljenost z
brodom A
brod B

Na ovojsliciy predstavlja prevaljeni put broda B, x predstavlja udaljenost broda A od pocetnog
polozaja broda B i z udaljenost izmedu dva broda. Nakon 3 sata plovidbe vrijednosti x i y su:

x=50—10-3 =30
y =15-3 =45

Za izraCunati z koristi se Pitagorin poucak:

z =+4/30% + 452 = 54.08

Da bi se odgovorilo na postavljeno pitanje, treba odrediti z’, stimdajex' = —30iy’ = 45.
Opet se koristi Pitagorin teorem:
z2 =x% +y? = 2zz' = 2xx' + 2yy’

2-30-(—30) +2-45-45
zZ = =

2-54.08 208

Dakle, nakon tri sata udaljenost izmedu njih se mijenja brzinom od 20.8 ¢vorova.
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Analitic¢ki odrediti izlazni signal idealnog operacijskog pojacala u spoju derivatora te graficki

usporediti ulazni i izlazni signal ako su poznate sljedeée vrijednosti:

U, (t) = 10 sin(2m - 3000¢t)

R1 = 5kQ
C1 = 10nF
R1
A
ske
c1 u1
I
il -
10nF >
Ll
of

Formula za izlazni signal je:

dUy
dt

d[sin(2m - 3000t)]

Uy = —R1-C1-

Uy = —5-103-10-1072-10 - R

Uiyi = —9.42 - cos (2m - 3000¢t)

Co-funded by the
Erasmus+ Programme
of the European Union

79



ARE N Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/Cf 2019-1-HR01-KA203-061000

Treba odrediti zakon rotacijskog gibanja parne turbine pri pustanju u rad. Poznato je da je

povecanje kuta rotacije proporcionalan trecoj potenciji vremena i da je u trenutku t = 3 s

brzina vrtnje rotora turbine n = 810 min~!.

Ri:

Zakon rotacijskog gibanja prema uvjetu u zadatka je:

@ =k-t3.
Kutna brzina rotacijskog gibanja iznosi:
de
w=—=23" k-t
dt

Iz poznatih vrijednosti odreduje se konstanta proporcionalnosti:

w mT'n

k: =
3:t2 3-30-t2

- 810

~3.30.9

Zakon rotacijskog gibanja rotora parne turbine je:
@ =m-t3.

Kutna brzina i kutno ubrzanje iznose:
w=3-m-t?

E=6"m"t.
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Vlasnici tvrtke koja iznajmljuje brodove ustanovili su da, ako napladuju p eura na dan za
iznajmiti brod (50 < p < 200), broj brodova n koje iznajmljuju na dan moze biti opisan
linearnom funkcijom n(p) = 1000 — 5p. Naplacuju li 50 eura ili manje, iznajmit ¢e sve
brodove, a naplacuju li 200 eura ili vise nece iznajmiti niti jedan brod. Pretpostavka je da
vlasnici namjeravaju naplacivati izmedu 50 i 200 eura. Koliko bi trebali naplacivati da bi imali
maksimalan prihod?

Neka je p cijena iznajmljivanja broda na dan, n broj iznajmljenih brodova na dan i R prihod po
danu. Treba nac¢i maksimum od R.
Prihod na dan je jednak:

R =n-p= (1000 — 5p) -p = —5p% + 1000p

S obzirom da je pretpostavka da ¢e vlasnici naplacivati izmedu 50 i 200 eura, problem se svodi
na nalaZenje maksimuma prihoda R(p) na intervalu [50, 200].

R je neprekidna i ogranicena funkcija na danom intervalu, stoga ima maksimum.

R'(p) = —10p + 1000 =0 = p = 100
R(100) = 50 000
p =50 = R(50) = 37 500
p =200 = R(200) =0
Maksimum se postize za p = 100.

Zakljucak: vlasnici bi trebali naplacivati 100 eura po danu za brod kako bi imali maksimalan
prihod.

Brod plovi prema zakonu:

6 e0,0SSt

1
s= (1272, 7-In 7

— 50t> [m]
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Treba odrediti poCetnu brzinu broda pri toj plovidbi.

Ri:

Brzina broda u bilo kojem trenutku moZe se dobiti derivacijom zakona puta po vremenu. Kada
se u tako dobiveni izraz uvrsti vrijeme t = 0, dobiva se pocetna brzina broda.

ds 7 6
= = — .. p0055t, _
U_E_1272’7 1+ 6 e0055¢ 7 € 0,055 50
420
V=116 eoosst )

Za t = 0, dobiva se pocetna brzina:

420
Vo =m—50= 10m/s

Treba napraviti pravokutni spremnik za rasuti teret sa kvadratnom bazom, otvorenim vrhom
i volumenom od 5000 m3. Koje dimenzije spremnika trebaju biti da bi oplosje tog spremnika
bilo minimalno?

Ri:

Neka je x duljina baze, y visina a S oplosje spremnika.
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Oplosje spremnika racuna se po formuli:

S = 4xy + x>

Volumen spremnika jednak je:

V = x?%y = 5000 m3

5000
>y = 2
Sada je oplosje jedanako:
5000
S(x) = 4x - —5—+ x*
x
20000
S(x) = +x%,x>0
Stacionarne tocke:
20000
§'(x) = ——5—+2x=0=x>=10000 = x = 1010
1,
>y = 3 V100
, 20 000
S'"x)=2- —+2
X

S"(10Y10) > 0

ZakljuCuje se da je tocka (103\/1 , %3\/ 100) minimum funkcije Sto povlaci da bi dimenzije
spremnika trebale biti x = 10310,y = > Y100.
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Teret G spusta se po zakonu x = 80 - t%°, gdje je x[m] i t[s]. Spustanjem tereta dovodi se u
rotacijsko gibanje bubanj na kojem je namotano uze kojim se pridrzava teret G. Treba odrediti
kutnu brzinu i kutno ubrzanje bubnja.

Ri:

Translacijsko gibanje tereta dovodi bubanj u rotacijsko gibanje. Pri ovakvom gibanju brzina
spustanja tereta jednaka je obodnoj brzini rotacijskog gibanja.
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Brzina spustanja tereta G iznosi:

dx _ d(80-t>%)

Ve T dt

=200 - ¢15 [?]

Kutna brzina bubnja dobiva se pomoc¢u obodne brzine:

v 200t%S
V=R:-ww==-=
R R

w = 1000 - t5 [s71]

Kutno ubrzanje bubnja iznosi:

_dw _ d(1000 - £-5)

- — . 405 [o—2
=— n 1500 - t%5 [s72]

&

Camac se na pristaniste povlaci konopom koji je jednim krajem pri¢vriéen za prednju stranu
¢amca, a drugi kraj prolazi kroz prsten pricvrséen za pristaniste u tocki 1 m visoj od prednje
strane broda. UZe se vuce kroz prsten brzinom od 1 m/s. Koliko se brzo brod pribliZava
pristanistu kad je 8 m udaljen od pristanista?

Ri:

=3

Iz teksta zadatka zadana je brzina kojom se povladi brod tj. konop u jednoj sekundi pa vrijedi
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% = —1m/s. Negativna je vrijednost jer duljina konopa je sve kraca i krac¢a (smanjuje se za 1

metar po sekundi).

Ako je ¢amac 8 m udaljen od pristanista, potrebno je odrediti koliko brzo se priblizava
pristanistu, tj. koliko brzo se udaljenost d mijenja po sekundi:

dx
E—.m/s

Iz pravokutnog trokuta vrijedi:
2 _ 2 2 (—d)
y° =x*“+ h* /\dt

Jednadzba se derivira tj. trazi se promjena varijabli po vremenu t

d dx —
2y—y = 2x—+0 Iz trokuta vrijedi:
dt dt , , ,
yc=x“+h
h je konstanta pa je an _ 0
“ y =+/x2+ h?
2ydy 2xdx
—_— = — /a2 2 — ~
2x dt 2xdt y 8= +1 V65 ~ 8.06
2-8.06m (-1 )= dx
2-8m m/s) = 4
dx _ 8.06 _ 1lom1
Fr 3 m/s = —1.011m/s

Savijanje ¢eli¢nog nosada dano je jednadzbom f(x) = 10~ *(x° — 25x2) gdje je sa x
oznacena udaljenost od oslonca. Izra¢unaj drugu derivaciju (promjenu koeficijenta smjera
tangente) za 3.

Ri:
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, _dy d(10™*x®) d(107*25x?)

-~ = = —4 4 _
y = I T T 107*(5x™ — 50x)

y" =10"*%(20x* - 50)

1
Y, —3 = 0.049 [;]
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