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6 MATEMATISKA ANALIZE

KOPSAVILKUMS

Nodala apltkotie teorétiskie jautajumi un detalizéti paskaidrotie piemeéri ir domati, lai studenti labak
varétu izprast tému, ka art studet doto materialu patstavigi. Tiek izskaidroti funkciju atvasinasanas
pamatpricipi un to nozime. Tiek aplukti atvasinasans likumi un panémieni. Atvasinajuma pielietojumu
pieméri doti arT funkciju izpété — aprékinot pieskares un normales vienadojumus, pétot funkcijas
monotonitates intervalus un lokalos ekstrémus, ka ari parliekuma punktus. AplGkotas tiek ari
atvasinasanas metodes robezu aprékinos. Lasitajs tiek iepazistinats ar funkcijas diferenciala jédzienu.
Svarigs funkcijas atvasinajuma pielietojums dots arT tadu ekstréma uzdevumu risinasana, kuriem ir
praktiska nozime. Paradits arl atvasinajumu pielietojums jarniecibas jautajumu risinasana. Atbilstosus
funkciju grafikus var konstruét ar dazadu programme palidzibu (Geogebra, Excel, Desmos un citam).

MERKIS: Apgat funkciju atvasind$anas likumus, iepazit atvasindjumu un diferencialu pielieto$anas
iespéjas, prast lietot atvasinajumus praktisku jautajumu risinasana.

Macibu rezultats:

1. Studenti prot definét funkcijas atvasinajumu un diferenciali

Prot atvasinat pamatelementaras un saliktas funkcijas

Prot atvasinat parametriski dotas, ka ari netiesa veida dotas funkcijas

Izprot funkcijas atvasinajums geometrisko jégu

Prot pieleitot atvasinajumus, lai noteiktu funkcijas ekstremus, ka ari tas grafika parliekuma.

o vk wN

Prot izpildit funkcijas pétiSanas jautajumus un konstruét atbilstosu grafiku

Priekszinasanas: Studenti pazist pamatelementaras funkcijas un to Tpasibas; prot aprékinat
funkciju robezas ar algebriskam metodém; zina algebras un trigonometrijas fiormulas.

Sakars ar jurniecibas problémam: atvasinajumus plasi lieto fizika un mehanika, pieméram
aplukojot kermenu parvietosanas atrumu, paatrinajumu. Pieméram, metereologija lieto
atvasina’jumus, lai prognozétu ekstremalus laika apstak|us gan jara, gan uz sauszemes. Svariga
nozime atvasinajumiem ir art kugniecibas nozaré, izvértéjot dazadus biznesa riskus. Stabilitates
teorija, navigacijas teorija dazadus jautajumus risina ar atvasinajumu palidzibu.
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6.1. Funkcijas atvasinajums

Viens no matematikas svarigakajiem jédzieniem ir funkcijas atvasinajums, ko plasi pielieto
diferencialrékinos. Matematisko analizi radija divi izcilli matematiki — vacu matematikis,,
filozofs, jurists Gotfrids Vilhelms Leibnics (1646-1716) un anglu matematikis, fizikis un
astronoms lzaks NUtons (1642-1727). 18 gadsimta izcélas lieli stridi par to, kur$ no viniem bijis
pirmais atklajejs un kurs ir piesavinajies otra zinatnieka darbu. Ka zinams, abi matematiki
stradaja neatkarigi un apvainojumi bija nepatiesi. Tie$i Leibnica un Nutona darbos tika ieviests
atvasinajums jédziens. Izaks Nutons to aprakstija pirms 1669 gada, risinot uzdevumu par
kermeni, kur$ nevienmerigi parvietojas pa doto taisni. Savukart Gotfrids Leibnics pétija
funkcijas mainas momentano atrumu, lai noteiktu funkcijas grafika punkta novilktas pieskares
virziena koeficientu (1670. gada).

Dota funkcija y = f(x), kura ir nepartraukta punkta x un ta apkartné, tas nozime ari, ka ta ir
definata punkta x un ta apkartne.

Atcerésimies, kas ir funkcijas argumenta pieaugums Ax un funkcijas pieaugums Ay punkta x.

y=f(x)

Attéls 1
Ja fikseétaja punkta x ir nobide Ax = x; — x pa x-asi, ta izraisa ari funkcjas vertibu izmainas

Ay = f(x) = f(x1)

levérojot, ka funkcija argumenta x apkartné ir nepartraukta (zinam — 81 intervala katra punkta
bezgaligi mazam argumenta pieaugumam atbilst bezgaligi mazs funkcijas pieaugums punkta x
apkartnée — skatit funkcijas nepartrauktibas definiciju), tad varam apltkot attiecibu

Ay  fO+AD) - f()
Ax Ax

Attieciba raksturo funkcijas vidéjo mainas atrumu intervala Ax. Varam novertét So attiecibu,
piemeéram, ja



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/C/ 2019-1-HR01-KA203-061000

funkcija ir pieaug strauji, bet, ja attieciba
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Attéls 2

6.2 Funkcijas atvasinajuma punkta x definicija

Ja apltkojam, kas ar funkciju notiek gadijuma, kad Ax — 0, tad ieglistam funkcijas pieaugsanas
momentano atrumu punkta x. To izsaka ar robezas palidzibu

Definicija. Par funkcijas y = f(x) atvasinajumu péc argumenta x sauc funkcijas pieauguma un
argumenta pieauguma attiecibu, kad argumenta pieaugums tiecas uz nulli

"=lim ﬂ = lim USRI G
y Ax—>0Ax  Ax—0 Ax
Atvasinajumu apzime
" dy df(x)
i f; dx’ dx '’

kuru lasa ,igrek prim“vai , de-igrek péc de-x“ .
Darbibu sauc par atvasinasanu jeb diferencésanu.
Aplakosim paris piemeérus, ka atrast funkcijas atvasinajumu péc definicijas.

Aprekinasim funkcijas y = 4x atvasinajumu. Saskana ar definiciju

, o flx+Ax) = f(x) o 4(x+ Ax) — 4x . 4Ax
y' = lim = lim = lim — =4
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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Aprékinasim funkcijas y = x? atvasinajumu. Vispirms veiksim funkcijas pieauguma
vienkarsoSanu

Ay = f(x+Ax) — f(x) = (x + Ax)? — x? =
= x2% + 2x Ax + (Ax)? — x% = 2x Ax + (Ax)?
Tad aprékinam atvasinajumu

i Ay_l_ 2xAx+(Ax)2_1_ 2yt Ax) = 2
Y T aSoAx T a0 Ax = dim, (2x + Ax) = 2x

Aplikosim funkciju y = sin x. Te, lai varétu vienkarsot funkcijas pieauguma izteiksmi, bus
jalieto trigonometrijas formula funkciju summas (starpibas) parveidosanai reizinajuma

s =) 55

Ay = f(x+ Ax) — f(x) = sin(x + Ax) — sinx =

x+Ax+x\ | (x+Ax—x
=2cos( > )sm( > >=

- (Ax
= 2co0sx - sin (7)

Funkcijas atvasinajumu aprékinasim, izmantojot pirmo ievérojamo robezu

. sinx
lim—— =
x-0 X
Ay 2cosx -+ sin (Az_x) sin (Az_x)
y' = lim — = lim = cosx * lim =
Ax->0Ax  Ax—0 Ax Ax—0 A 1
X - 7
sin (A_x)
= cosx * lim ———= = cosx - 1 = cosx
A—x—>0 A_x
2 2

Sinusa funkcijas atvasinajums ir
. !
(sinx)' = cosx

Komentars. Aprékina ievérojam, ka funkcija cosx nav atkariga no robezas mainiga Ax, tapéc to
var iznest pirms robezas zimes ka reizinataju. Skaitli 2 var nonest izteiksmes saucéja ka dalitaju.
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Apskatisim naturala logaritma funkciju y = Inx. Lai atrastu $is funkcijas atvasinajumu péec
definicijas, ILietotim dazadas logaritmu un robezu 1pasibas, ka ari otro ievérojamo robezu

ax+f
lim (1 + —) =e“
X—00 X

Funkcijas pieaugums

x + Ax Ax
Ay = In(x + Ax) — Inx = In o =ln(1 +—>

Atvasinajuma definicija

, _ In (1 + Ax_x) _ 1 Ax
(tma) = Jim —— 2= him o in (147 =
1 Ax 1. _x
=In ( lim (1 + A—x)Ax> = |apzime:  x ¢’ Ax =7
Ax—0 x jalAx - 0,tad t— o

t
1\x 1 1
=In| lim (1 +—> =ln<ex):_
t—oo t X
Atradam logaritmiskas funkcijas atvasinasanas formulu

, 1
(Inx) ==

6.3 Funkcijas atvasinajuma geometriska interpretacija

Apskatisim funkciju y = f(x), kas definéta intervala [xy, xq + Ax]. Atbilstosos punktus uz
grafika apzimésim ar A un B, bet intervala galapunktus ar C un D (skat. attélu 3). Punktu
koordinates ir A(xg, f (x9)), B(xg + Ax, f(x + AX)).

No punkta A novilksim nogriezni AE, kas krusto BD un ir paraléls x-asij.

Punkta A novilksim grafika pieskari AF (attéla 3 sarkana partraukta linija). Pieskare veido lenki
a ar x-asi.

Apskatisim taisnlenka trijsttri ABE. Punkta C x-koordinate ir x,, bet punkta D x-koordinate ir
X + Ax. Tad funkcijas argumenta pieaugums un funkcijas pieaugums punkta x, ir nogrieznu
garums CD = AE = Ax un ED = Ay atbilstosi.
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Attéls 3

Aplukosim lenki ZBAE, ko var izteikt ar tangensa funkcijas palidzibu
tg(4BAE bE Ay
9(#BAE) =45 = ax

Tagad izpétisim situaciju — kas notiks, ja punkts B slidés pa grafiku punkta A virziena. leverojot,
ka punkta B projekcija uz x-ass ir punkts D, tad arl punkti D, E, F tuvosies punktam A un
nogrieznis CD samazinasies jeb Ax tieksies uz nulli. Trijstira ABE hipotenidza AB saisinasies. Ta
ir arT loka AB horda, kura tuvosies pieskarei AF. Tad lenkis

4BAE - «a, ja Ax — 0.
Robezgadijuma
11m tg(4BAE) = hm By =y'|  =tga
0Ax X =X
Zinams, ka tga ir pieskares AF virziena koeficients.

T
Y= aloay T YT

Funkcijas atvasinajuma geometriska nozime: Funkcijas atvasinajums punkta x, ir vienads ar
tadas pieskares vienadojuma virziena koeficientu, kas funkcijas grafikam novilkta punkta
A(xg, f (xg)). Pieskares vienadojums ir

Yy — f(x0) = ka(x — x0)

Funkcijas grafika normale, kas tam novilkta punkta A, ir taisne, kas perpendikulara pret $aja
punkta novilkto pieskari. Perpendikularam taisném virziena koeficientu sakariba ir

o = 1
2 — k1

Tad normales vienadojums ir
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1
y—f(xo) = —k—A(x—xo)

Piemérs
Dota funkcija y = x2. Atrast tas pieskares un normales vienadojumus punkta x = —1.
Atrisinajums
Dotas funkcijas grafiks ir parabola. Pieskari vilksim funkcijas grafikam punkta A(—1; 1).
Aprékinasim pieskares virziena koeficientu

y' = (x?)' =2x

Pieskares vienadojums ir

y=-2x—1

Normales virziena koeficients ir
I = 1 _ 1
2 k, 2

Normales vienadojums ir
1
y—1= > (x+1)

y=05x+15

Konstruéjam funkcijas grafiku un ta pieskari un normali punkta A. Attéla 4 pieskare ir
zila krasa, bet normale ir zala krasa.
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Attéls 4

6.4 Atvasinasanas likumi un to pielietojums

Vispirms apskatisim konstantas funkcijas y = C atvasinajumu. Tas grafiks ir horizontala
taisne, kas iet caur punktu C uz y-ass (skat.attelu 5).

v 4

y=C

Attéls 5
Aprékinasim Sis funkcijas pieaugumu
Ay=f(x+Ax)—f(x)=C—-C=0

Funkcijas pieaugums visa funkcijas definicijas apgabala ir 0, jo visos definicijas apgabala
punktos funkcijas vértibas ir vienadas.

Tad funkcijas atvasinajums

I_Cl_l- Ay_l. O_O
Y = T a0 A ardoAx

Jeb,jay=C,tad €' = 0.
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Talak aplGkosim divu nepadrtrauktu funkciju summas, starpibas, reizinajuma un dalijuma
atvasinasanas likumus. Dotas divas nepartraukta funkcijas u = u(x) un v = v(x).

1) Divu funkciju summas atvasinajums ir vienads ar atsevisko funkciju atvasinajumu
summu

(u+v) =u +v
Pamatojums:
Izteiksim funkciju summas pieaugumu
Ay = (u(x + Ax) + v(x + Ax)) — (u(x) + v(x)) =
= u(x +Ax) —u(x) + +v(x + Ax) —v(x) =

=Au+Av
Tad
4 oY = 1i Ay_l_ Au+Av_l_ Au+1_ Av_ 'y
(u v) _Aylcr—{loAx_A;lcTo Ax _A;Icr—r>loAx A;lcr—r}oAx_u v

2) Lidzigi var pamatot funkciju starpibas atvasinajuma likumu
u-—v) =u -7
3) Pamatosim funkciju reizinajuma atvasinajuma likumu
(u-v) =uv+v'u
Pamatojums:
levérosim
u(x + Ax) —u(x) = Au
Tad funkcijas vértibu pieauguma punkta var izteikt
u(x+Ax) =u(x)+Au=u+Au
Vienkarsosim funkciju reizinajuma pieauguma izteiksmi
Ay =u(x + Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x) =
=u+Aw)(v+Av)—u-v =
= uv + ulv + vAu + Aulv —uv =
= ulAv + vAu + AulAv

Aprékinasim atvasinajumu

, . ulAv + vAu + Aulv
(uv)’' = lim =
Ax—0 Ax
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o Au . Au . Av
= lim —- lim Av+v lim —+ u lim — =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=u-0+v-u+uv=v-u+u-v

Komentars. Dotas funkcijas ir npeartrauktas, tapéc funkcijas v pieaugums Av tiecas uz nulli, ja
Ax tiecas uz nulli.

No Sis 1pasibas izriet sekas

(€ fx)' =C-f(x)

4) Dalijuma likumu pamato, balstoties uz funkciju reizinajuma atvasinasanas likumu:

(u) , uv—-v'u
v 2
Pamatojums:

Funkciju dalljumu parveidosim ka reizinajumu

Tad atvasinajums ir

Veiksim apgebriskus parveidojumus
! ! ! ! ! u
v=u—-vy=u-—-v-—
y y »

u'v—7v'u

Jau ieprieks péc definicijas pamatojam, ka

(sinx)’ = cosx
Lidzigi var pieradit, ka

(cosx)' = —sinx

lzmantojot funkciju dalijuma formulu, pamatosim tangensa funkcijas atvasinajumu

. (sinx\'  (sinx)'cosx — (cosx)'sinx  sin®x + cos*x 1
(tg0) = () = = =

cosx cos?x cos?x cos?x

Lidzigi var pamatot, ka kotangensa funkcijas atvasinajums ir
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ctgx)' =
(ctgx) sin?x

6.5 Saliktas funkcijas atvasinasana

Aplakosim saliktu funkciju
y = f(w), kur u = u(x)
Saliktas funkcijas, pieméram, ir
1) y = sin 2x = sin (2x)
Te saliktas funkcijas arguments ir funkcija u(x) = 2x, bet aréja funkcija ir
f(u) =sinu
2) y = sin x% = sin (x?)
Te saliktas funkcijas arguments ir funkcija u(x) = x?, bet aréja funkcija ir
f(u) =sinu
3) y = sin? x = (sin x)?
Te saliktas funkcijas arguments ir funkcija u(x) = sin x, bet aréja funkcija ir
fw) =u?
4) y = eS""* = f(sin x)

Te saliktas funkcijas arguments ir funkcija u(x) = sin x, bet aréja funkcija ir

fw) =e*

K3 atvasinat saliktu funkciju? Izmantosim funkcijas atvasinajuma definiciju
A

y =lim id
Ax—0 Ax

Apskatisim funkcijas pieauguma péc argumenta pieauguma attiecibu
Ay
Ax

Parveidosim $o izteiksmi:

Ay Au Ay Au

Ax Au  Au E

Aprékinasim robezu
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Y Ay Au_l. Ay y Au
o Au Ax - oo an Ay Yu U

Esam ieguvusi saliktas funkcijas atvasinajuma likumu

fw)' = f'(w)-u

Atvasinasim funkcijas, kuras aplikojam iepriek$éjos pieméros.

Piemérs
y =sin 2x; u = 2x
leprieks$ pieradijam, ka (sin x)’ = cosx, savukart (2x)" = 2, ko var iegat lidzigi, ka
Piemeéra 1 apréekina (skat. nodalu ,,6.2 Funkcijas atvasinajuma definicija“).
Tad, saskana ar saliktas funkcijas atvasinajuma likumu
(sinu)’ = cosu-u’
Seko
(sin2x)" = cos(2x) - (2x)" = cos(2x) - 2
y = sinx?; u = x?
leprieks pieradijam, ka (x2)" = 2x
Tad, saskana ar saliktas funkcijas atvasinajuma likumu
(sinu)’ = cosu-u’
Seko
(sinx?) = cos(x?) - (x?)" = cos(x?) - 2

y = sin? x = (sinx)?; u(x) =sinx
Zinam, ka (x3)" = 2x
Tad, saskana ar saliktas funkcijas atvasinajuma likumu
u?) =2u-u
Veicam atvasinajumu un rezultatam pielietojam sinusa funkcijas dubutlenka formulu

(sin? x)" = 2sinx - (sinx)’ = 2sinx - cosx = sin2x

6.6 Pamatelementaro funkciju atvasinasanas formulas

Meés jau apskatijam vairaku funkciju atvasinajumus, kur formulas ieguvam, aprékinot funkcijas
atvasinajumu péc definicijas. Pieméram, (4x)' = 4; (x?)" = 2x. Abas funkcijas ir pakapes
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funkcijas. Tomer, risinat robezas uzdevumu katram atseviskam gadijumam ir neracionali. Tapéc
apltkosim pakapes funkcijas visparigo izteiksmi

y(x) = x"
Lai vienkarsotu aprékinu, So izteiksmi logaritmésim un izmantosim logaritma Tpasibu
log,b* = k -log,b
In(y(x)) = In(x") =n-Inx

Vienadibas kreisaja pusé ir salikta funkcija, jo y(x) ir funkcija no argumenta x. Pirmit

pamatojam, ka (In x)’ = i Tad péc saliktas funkcijas atvasinajuma likuma

(Inu) =—u

Ja divas funkcijas ir vienadas, tad to atvasinajumi art ir vienadi, tapéc

(In())" = (n-Inx)’
1, 1
y 7 T
Pareizinasim abas vienadibas puses ar y

1

’ 1 n n-1
=Nn-—- = N-—Xx
Y X Y X

=n-x
leguvam pakapes funkcijas atvasinasanas formulu

y =n-x*1

Lidzigi ieglst eksponentfunkcijas y = e* atvasinajumu:

In(y)=In(e*) =x-lne=x; x' =1

l-y’=x’=1
y

y=1y=e"
(e*) = e*

Ciklometriskas funkcijas atvasina, tas vispirms apversot, pieméram, apskatisim funkciju
y = arcsinx. lzsakam x ka funkciju no argumenta y:

x=siny; y=y(x)
Funkcija siny ir salikta funkcija, tapéc to atvasina péc saliktas funkcijas atvasinasanas likuma
x' = (siny)’ = cosy -y’
1=cosy-y'
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Izteiksim atvasinajumu y' un pielietosim trigonometrijas identitati
sina + cos’a =1
1 1 1
cosy \J1—sin2y V1 -—x?

!

y

Formula arksinusa funkcijas atvasinasanai ir

1
(arcsinx)’ =
1— x2
Apkoposim atvasinasanas likumus un formulas
Atvasinasanas likumi
C'=0; CER

(utv) =u +v

(u-v) =uv+v'u

(u)’ u'v—7v'u

v V2
(Cw)' =Cw)'
Atvasinasanas formulas
1.(x") = nx™1 7.(cosx)' = —sinx 13. (cthx)’ = _
sh2x
2.(e*) =e* 8.(tgx) = 14. (arcsinx)' = !
' cos?x 1 — x2
3.(a*) = a*lna 9.(ctgx)' = 1 15. (arccosx)' = !
. (ctgx = nix . —
1
4. (Inx)' = - 10. (shx)’ = chx 16. tax) = ——
(Inx) x (shx) (arctgx) T2
! 1 I} , _1
5.(loggx)' = porp 11. (chx)" = shx 17. (arcctgx)' = T
6. (sinx)" = cosx 12. (thx)' =
ch?x

Aplikosim vairakus piemérus, kur funkciju atvasinasana lietosim atvasinasanas likumus un formulas.
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y=3x3—4x*+5x+6

y'=@Bx3—4x*+5x+6) =

=(3Bx3) —(4x?) + (Gx)' +6' =

=33 —4(x?) +5x) +6' =

=3-3x2-4-2x+5+0=

=9x2—8x+5

y=x3-\/§+i
4x

Vispirms parveidosim doto funkciju, izmantojot pakapju 1pasibas

2 1 2 7 1
y=x3-\/§+a=x3+f+z-x_1=x5+z-x"1
7y 1
y'= (xz) +o (7 =
2
77 1
= Exf_l +o(DxT =
7 5 1
=§x§_§x_2

y = 2log,x — ctgx + Vsinl
y' = 2(log,x)" — (ctgx)' + (\/sinl), =

(levérosim, ka sin(1) ir konstante)
1 -1

xIn2 sin%x
2 1
T xIn2  sin?x

Aplakosim funkciju atvasinasanas piemérus, kur dots funkciju reizinajums vai dalijums
y = sinx - e*
y' = (sinx)' - e* + sinx - (e*)' =

= cosx - e* + sinx - e*
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_ 2x%+4x

Y
, (2x%+4x)'(Bx —1) — (3x — 2)'(2x* + 4x) _

B (3x — 1)2 B

_ (Ax+49Bx—1)—32x*+4x)

a (3x — 1)2 B

_ 12x* +8x—4—6x* —12x _

- (3x — 1)2 B

_6x*—4x—4

C9xZ—6x+1

Aplakosim dazus piemerus, kuros atvasinasim saliktas funkcijas

y = (8x3 — 0.5x% + 12)*

y' = ((8x3 — 0.5x2 + 12)*)" = 4(8x3 — 0.5x% + 12)3 - (8x3 — 0.5x2 + 12)' =
= 4(8x3 — 0.5x% + 12)3 - (24x? — x)

Komentars. levérosim ka aréja funkcija ir pakapes funkcija, tad

W) =4ud-u'

y=sin( 4x2+2)

Saja uzdevuma ievérosim, ka ir saliktas 3 funkcijas — aréja funkcija ir sinusa funkcija,
tas arguments ir kvadratsakne, bet kvadratsaknes arguments ir kvadratiska funkcija.

y = (sin (VT +2)) = cos (Va2 +2)- (Vi +2) =
= cos (W) :

1
=COS(V4X2+2)'2\/4x?+2'8X

Komentars. Te izmantojam saliktas funkcijas atvasinasanas formulas:

1
. (4x%+2) =
2V4x?% + 2

1
sinu) =cosu-u un (WVu) =—-u'
(sin ) )'=77
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y = In(chx - 5%)
/ 1
r— .cx)) — . LCX) —
y = (ln(chx 5 )) — (chx - 5%)
=S ex ((chx)' - 5% + chx - (5%)') =
1
:m' (ShX'Sx + chx - 5% lIlS)
Komentars. Te vajadzéja ieverot, ka logaritma funkcijas arguments ir divu funkciju
reizinajums.

6.7 Vingrinajumi

1. Izmantojot atvasinasanas likumus un funkcijas y = e* atvasinasanas formulu, pieradit
hiperbolisko funkciju atvasinasanas formulu pareizibu

Hiperboliskajas sinusam  (shx)’ = chx

Hiperboliskajas kosinusam (chx)’ = shx

1
ch?x

Hiperboliskajam tangensam (thx)’ =
2. Apreékinat funkcijas atvasinajumu péc definicijas
a) y = 2x3;
b) y=6x—8
3. Aprekinat funkciju atvasinajumus, izmantojot pamatformulas un atvasinasanas likumus

4
a)y=7x2—x—3+0.5\/§+6

x-Vx
b)y=lnx+—x_2 /3

¢) t = 2arctgy + arccos0.5 — V2 - 3¥

d) r = 2¢pcosp
e)y =e*-9%
ctgx

4. Apréekinat saliktu funkciju atvasinajumus
a)y =cos(x*+12x — 1)
33x

ex

b)y = log,
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Ay=mnH{2x>+1-2)+In(/2x?> -1+ 2)
d) s = cos3(arctg(2t))
Zm

(3x%2 — 2) - sinx

e)y =

—x? . arcsin(e ""2)

V2e x* —1

e
Ny=

6.8 Parametriska veida dotu funkciju atvasinasana

Apskatisim parametriski dotu funkciju
{x = x(t)
y =y(t)

Apskatisim funkcijas atvasinajuma definiciju un veiksim parveidojumu, ieverojot funkciju
nepartrauktibu

Dy Ay . Ay At
Yx = a0 nx  axs0Ax At
_ Ay At Ay I At
T a0 At Ax . a0 A ardodx
cim Y.t
_A;lcr—r}oAt limA—x_

Ax—>0At
cm .t
= ASo At limA—x_
Ax—>0At
>
R

_ o o “ At ) _. R _
Komentars. Pirmkart, piereizinam robezu ar N bet péc tam sagrupéjam reizinatajus. levérojot,
ka funkcija x(t) ir nepartraukta, varam aizvietot robeZas argumentu Ax ar At. Saskana ar
definiciju, esam ieguvusi divu funkciju atvasinajumus péc argumenta t.

Parametriski dotas funkcijas atvasinajums péc argumenta x ir

Y,
y’x =
Xt
Dazkart to médz pierakstit ari, atvasinajumu péc parametra t pierakstot ka funkcijas izteiksmi
ar augseéjo punktu:
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x=3t+2

Dota funkcija{ y = 4t3

Vispirms atradisim abu doto funkciju atvasinajumus péc parametra t, tad izteiksim funkcijas y
atvasinajumu péec argumenta x

;3
x=(3Vt+2) =—
( ) =5
y = (4t3)" = 12t?
y 12t2
yk=%= 3-2ﬁ=8ﬂﬁ

6.9 Apslépta veida dotu funkciju atvasinasana
Lidz Sim, runajot par funkcijas atvasinajumu, aplikojam atklata veida dotas funkcijas, tas ir,
y = f).

Ka zinams, funkcija var bt uzdota arl parametriski. Funkcija var bUt uzdota ari apslépta veida,
pieraksta ieklaujot gan neatkarigo mainigo x, ka ari pasu funkciju y, kuras arguments ir
mainigais x. Funkciju pieraksta ar vienadojuma palidzibu

F(x,y) =0,
kur ir zinams, kay = y(x).

Lai atrastu funkcijas y atvasinajumu péc argumenta x, atvasinam vienadojuma kreiso un labo
pusi, saprotot, ka izteiksme no argumenta y ir salikta funkcija. Aplikosim paris piemérus.

Piemérs
Dota funkcija y? — 2x + xy = 0, kur y = y(x). Atrast funkcijas atvasinajumu y',.
(2 —-2x+xy) =0
Te ieverosim, ka y? ir salikta funkcija, bet xy ir funkciju reizinajums.
2y y' =2+ x'y+y'x=0
Izteiksim funkcijas atvasinajumju
Y(Q2y+x)=2-y

27y
S 2y+x

y
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Dota funkcija sinx - cosy + 2y = 0
Atvasinam
(sinx - cosy + 2y)' =0’
(sinx)’ - cosy + sinx - (cosy)' +2y' =0
cosx - cosy — sinx - siny -y’ + 2y' =0
lzskam funkcijas atvasinajumu

, —COSXx - COSsy

y

2 — sinx - siny

6.10 Augstaku kartu atvasinajumi

Dota funkcija y = f(x) un tas atvasinajums y',, kas ar ir kada funkcija, kuru ari var atvasinat,
tada karta ieglstot funkcijas otras kartas atvasinajumu.

Definicifa. Funkcijas otras kartas atvasinajums ir funkcijas pirmas kartas atvasinajuma
atvasinajums péec argumenta x

= oy = 1im LEFAD @
Ax—0 Ax

Lidziga veida funkcijas atvasinasanu var turpinat, iegltot tresas kartas, ceturtas kartas un ari
citu augstaku kartu atvasindjumus, kurus pieraksta y'", yV; yY; ... Augstiku kartu
atvasinajumus dazkart apzimé ari ar arabu cipariem iekavas, pieméram, n-tas kartas
atvasinajums tiek apziméts y("). Lai iegltu, pieméram, funkcijas treSas kartas atvasinajumu,
vispirms jaaprékina pirmas kartas atvasinajums. Tad to vélréz atvasina, iegustot otras kartas
atvasinajumu, kuru vélreiz atvasina.

Dota funkcijay = e*
Sis funkcijas atvasinajums ir y' = e*. Funkcijas otras kartas atvasinajums ir

yll — (yl)l — (ex)l — ex

! 14 n

Dota funkcija y = 5x3 — 6x2 + 12x — 1. Atrast tas tre$as kartas atvasinajumu.
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y =53 —6(x?) +12x' —1' =
= 15x% — 12x + 12

y"' =15(x3)"—12x' +12' =
=30x —12

Y =30x — 12’ = 30

Dota funkcija y = tgx. Atrast tas otras kartas atvasinajumu.

y' = e (cosx) ™2

Pirmas kartas atvasinajums ir salikta funkciju, kuru vajag atvasinat pec salikta funkcijas

atvasinajuma likuma
y" = —2(cosx)3(cosx)’ =

= 2(cosx)™3 - sinx

Aplikosim parametriski dotas funkcijas otras kartas atvasinajumu.
Dota funkcija

{x = x(t)
y=y()

Tas pirmas kartas atvasinajums péc argumenta x ir

Tad otras kartas atvasinajums ir

yx — Xy
T x2_ yx—Xy
x  x3

Parametriski dotas funkcijas otras kartas atvasinajums ir

, _ VX — Xy
X x3
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Dota funkcija

{x = 2sint
y = arctgt

Aprékinat tas otras kartas atvasinajumu
Vispirms aprékinasim $is funkcijas pirmas un otras kartas parametriskos atvasinajumus.

X = 2cost; ¥ = —2sint

y=——; ¥y=(Q+t)™) =-1+t>)7% 2t
V=1 ¥=Q+t9™) 1+t

Izsakam funkcijas otras kartas atvasinajumu péc argumenta x

n j}.x.:_.%y
WETE S

1
L $2)2 . 0 int) -
(1+t%) 2t - 2cost — (—2sint) 1712
(2cost)3

—4tcost + 2sint
_ (1+1t%)? " 1+tZ  —4tcost + 2sint(1+t?)

8cos3t ~ 8cos3t- (1 +t2)2

6.11 Vingrinajumi
1. Aprékinat parametriski dotas funkcijas pirmas un otras kartas atvasinajumu un
funkcijas vertibu pie parametra t = %
{x = 3(t — sint)
y = 3(1 — cost)

2. Atrast funkcijas grafika pieskares vienadojumu punkta, kas dots pie parametra t = %
{x = 4cost
y = 2sint
Konstruét funkcijas un tas pieskares dotaja punkta grafiku!

3. Aprékinat apslépta veida doto funkciju atvasinajumus
a) x>+ y+3sin(x+y)=0
b) 4xy3 + 2x*y? =7
c)eY +In(x —2y) —tgx =0

4. Apréekinat noraditas kartas funkciju atvasinajumus
a) y = arcctgx; y'' =?
b) s = 5sht; y© =?
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c) u=1log,2r—1); y'"' =2
d) r = 2sin3¢; 1" =?

6.12 Funkcijas diferencialis
Apskatisim pieméruy = x3, apskatisim funkcijas pieaugumu Ay = f(x + Ax) — f(x)
Ay = (x + Ax)3 — x3 =
= x3 + 3x2%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)3 — x3 =
= 3x2%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)3

Te argumenta pieagumi ir Ax, (Ax)? (Ax)3. Ja apluko situaciju, kad Ax — 0, tad
(Ax)? un (Ax)3 tiecas uz 0 daudz straujak neka Ax. Funkcijas pieauguma pirmais saskaitamais
ir linears, tapéc saskaitamo 3x2Ax sauc par funkcijas galveno linearo dalu.

Funkcijas nelineara dala ir izteiksme 3x(Ax)? + (Ax)3, kas klGst bezgaligi maza, ja Ax — 0.
Tair augstakas kartas bezgaligi maza funkcija, ko médz apzimét ar o(Ax) (lasa: ,,0 no delta x“).

a = o(Ax) = (3x + Ax)(Ax)?, jaAx > 0
Aplikosim visparigu gadijumu. Dota funkcija y = f(x). Ja funkcijai punkta x eksiste

atvasinajums

i Ay
y_Aalcr—I}oAx'

tad, saskana ar robezas definiciju, attiecibu var izteikt

Ay

== 00 +a

Vienadibas abas puses pareizina ar Ax, ieglstot
Ay = Ax - f'(x) + a(x) - Ax
jeb
Ay = f'(x)Ax + o (Ax)

Gadijuma, kad argumenta pieagums tiecas uz nulli, Ax — 0, saskaitamais a(x) - Ax daudz atrak
tiecas uz nulli, jo tas ir augstakas kartas bezgaligi maza funkcija, salidzinot ar Ax.

Var novértét, ka funkcijas pieaugums ir aptuveni vienads ar funkcijas galveno linearo dalu
Ay =~ f'(x)Ax.

Definicija. Funkcijas y = f(x) galveno linearo daju attieciba pret Ax sauc par funkcijas f(x)
diferenciali punkta x un apzime

dy = d(f(x) = f'(x)Ax
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Apskatisim funkciju y = x, tad
dy = dx = x'Ax = Ax

Seko, argumenta pieaugums ir vienads ar argumenta diferenciali punkta x

Ax = dx
Tapéc funkcijas diferenciali var pierakstit

dy = f'(x)dx
levérojot So izteiksmi, funkcijas atvasinajumu var pierakstit diferenciala forma
d
f =2
kur argumenta diferencialis dx = Ax nav atkarigs no x, savukart funkcijas diferencialis dy ir
atkarigs gan no x, gan Ax.
Jaapzimé f’(x) = A, tad var pierakstit
Ay = AAx + o (Ax)

Definicija. Funkciju y = f(x) sauc par diferencéjamu punkta x, ja tas pieaugumu Ay 3$aja
punkta var aprakstit forma

Ay = AAx + o (Ax),

kur A'ir lielums, kas nav atkarigs no Ax, bet ir atkarigs no punkta x;.

Seko. Ja funkcijai eksisté atvasinajums punkta x,, tad ta Saja punkta ir diferencéjama.

Var pamatot ari apgriezto apgalvojumu — ja funkcija punkta x, ir diferencéjama, tad tai $aja
punkta eksisté atvasinajums.

Funkcijas diferencésana ir ciesi saistita ar atvasinasanu, te darbojas lidzigi likumi.
1) Summas diferencialis
dluxzv)=duztdv
Pamatosim
dlu+v)=w+v)dx =
=W +v)dx =u'dx +v'dx =
=du+dv
Paréjos diferencésanas likumus pamato lidzigi.

2) Funkciju reizinajuma diferencialis
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d(uv) = udv + vdu
3) Funkciju dalijjuma diferencialis

d (E) _ vdu — udv

v v2

4) Funkcijas reizinajuma ar skaitli diferencialis
d(av) = adv, kur a jebkurs reals skaitlis.

Aprékinasim funkcijas diferenciali

d(x®) = (x°)'dx = 5x*dx

Aprékinat funkcijas diferenciali d (e3¢°5%)
Lietosim formulu dy = y'dx
d(e3°0%) = (05%) dx =

= e3¢05% . (—3sinx)dx

leverojot, ka funkcijas diferencialis ir aptuveni vienads ar funkcijas pieaugumu punkta x,
Ay = f'(xo)Ax
to ir erti lietot dazados praktiskos uzdevumos.

Izsakam funkcijas pieaugumu

Ay = f(xo + Ax) — f(x0),

tad

f(xo + Ax) = f(xo) = f'(x0)Ax
jeb

f(xo + Ax) = f(xo) + f'(x0)Ax

Noteikt funkcijas sin(31°) aptuveno vertibu!
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Atrisin@jums
Te noteiksim xy, = 30°, bet argumenta pieaugums Ax = 1°.

Funkcijas atvasinajums ir (sinx) ' = cosx. Tad ta vértiba punkta x,ir

cos(30°) = ?

levietosim zinamas vértibas, péc tam vienu gradu izteiksim radianos
sin(31°) = sin(30°) + cos(30°) - 1° =

LB T 05408660017 ~ 0515
—27 2180 T ST

Kubiskas formas tGdens bakas vienas skautnes garums ir 2 metri. Ka mainisies bakas tilpumes, ja tas
Skautni pagarinas par 1 centimetru?

Atrisinajums
Skautnes garumu apzimésim ar x. Tad x + Ax = 2 + 0,01.
Bakas tilpuma formulu var izteikt ar funkcijas palidzibu
V(x) = x3.
Planotas izmainas — Skautnes pagarinasana, ir izsakama ka tilpuma funkcijas pieaugums
AV =~ dV(x) = (x3)"-Ax = 3x%Ax =3-4-0,01 = 0,12

Saskana ar apréekinu, pagarinot kubiskas formas bakas Skautni, tas tilpums palielinasis par
0,12 kubikmetriem.

Komentars. Aprékina atcerésimies ari Sadu faktu, ka argumenta diferencialis ir vienads ar
argumenta pieaugumu dotaja punkta.

6.13 Funkcijas diferenciala geometriska interpretacija

Konstruésim funkcijas y = f(x) grafiku un noviksim tam punkta A pieskari (skat. attélu 6).
Punkta A koordinates ir A(x, f (x)), bet punktiem D un C koordinates ir D(x + Ax; f(x)) un
C(x + Ax; f(x + Ax)). Apskatisim trijstari ACD.

AD = Ax; CD = Ay
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Attéls 6

Pieskares vienadojums y = kx + b,kur k = tga = f'(x). Te lenkis a ir lenkis, ko pieskare
veido ar x-asi.

Apskatisim trijsturi AFD. Var izteikt tga = % = y'. No Sejienes
FD=vy'"-AD =y -Ax =y’ -dx
Seko FD = y'dx = dy.

Funkcijas diferencialis punkta x vienads ar grafikam novilktas pieskares punkta x ordinatas
pieaugumu.

6.14 Diferenciala formas invariance
Apskata saliktu funkciju, kuras neatkarigais mainigais ir t

y =y(x())
Ir zinams, ka apréekinat saliktas funkcijas atvasinajumu

Ve = Ve X
Aplikosim funkcijas diferenciali dy. To aprékina sekojosi

dy =y'dt =y, - x'dt

levérojot, ka

x'pdt = dx,
Funkcijas y diferenciali var parrakstit

dy =y, - x'idt =y, dx = ydx
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Secinam, ka funkcijas diferenciala forma nav atkariga no ta, vai funkcijas arguments ir
neatkarigais mainigais x vai ari funkcija, pieméram, x(t).

Apskatisim funkcijas y = sinx? diferenciali.

Diferenciali var izteikt divéjadi — gan ka diferenciali péc neatkariga argumenta x (zemak -
izteiksme sarkana krasa), gan ka diferenciali péec funkcijas x? (izteiksme zila krasa).

dy = d(sinx?) = (sin(x?))'d(x?) = cos(x?) d(x?)

dy = cos(x?) d(x?) = cosx? - (x?)'dx = cosx? - 2x dx

6.15 Vingrinajumi

1. Aprékinat doto funkciju diferencialus péc argumenta x

a) d(arctgx)

b) d(V1+ x?)

c) d(e® - cosx)

d) d(log,(ctg(sh®x)))

2. Aprékinat funkcijas diferenciali dy dotaja punkta x, pie argumenta pieauguma Ax
a) Y= xo =1, Ax =0,02
b) y=Imn2x*-1), x,=2; Ax =0,01
c) y=+J(1—-4x)3, x,=0; Ax=0,1

6.16 Funkciju atvasinajumu pielietoSana funkciju robeZu aprékinasana: Lopitala
kartula

leprieksejas nodalas aplUkojam, ka aprekinat dazadu funkciju robezas, izmantojot algebriskus
parveidojumus, trigonometrijas formulas un analitiskas metodes. Te aplikosim vél kadu
panémienu, ko var lietot, ja dotas divas tadas funkcijas, kuru dalijuma robeza ir speciala veida
nenoteiktiba

(00]

fx) _ (00) f(x) (0)

g ) Mgt T

Teoréma. Ja divas funkcijas f(x) un g(x) ir nepartrauktas un diferencéjamas punkta a
apkartné, varbit iznemot pasu punktu a, pie tam punkta a apkartné ir speka

gx) #0ung'(x) #0
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un punkta a apkartnée abas funkcijas vienlaikus tiecas uz bezgalibu vai vienlaikus tiecas uz nulli,
tad, ja eksisté So funkciju atvasinajumu attiecibas robeza, kad x tiecas uz a, tad eksisté ari abu
funkciju attiecibas robeza un t3 ir vienada ar atvasinajumu attiecibas robezu.

So teorému sauc par Lopitala kartulu:
ffx) . f(x)
im———=lim——=
x>ag(x) xoag(x)
Lopitala kartulu ir erti izmantot, ja jaaprékina robeza no tadu funkciju dalijuma, kuras punkta a
apkartnée abas vienlaikus tiecas uz nulli vai vienlaikus tiecas uz bezgalibu.

~ sinx /0 (sinx)’ cosx
hm—=(—)= im — = lim——=-cos0 =1
x—0 X x-0 X x-0 1

_ sin7x 0 ~ (sin7x)" . cos7x-7 cos0-7
x>0 sin % x=0 (sinz) roox0 coszrz cosO-z

e (3e* + 4x)’ B
= xl_l;{)lo (XZ)’ =

Sex+4: (oo) _ (3ex+4)’:
X—>00

lim ——— =
X—>00 X

3e* + 4x (OO)

= i —
o 2% o (2x)'
| 3e* 3 o gx = 3 e

— —_— = — = OO
Al T amen =o€

Gadijuma, ja ir dota cita veida nenoteiktiba, pieméram, (oo - 0), tad ir javeic parveidojums, lai

- . . (0 y v~ . ot s
iegltu nenoteiktibu (g) vai (5) , kur robezas aprékinasana var lietot Lopitala kartulu.

Inx 00
lim x*Inx = (0 00) = lim — = (_) =
X—00 xX—oo X (0le]
(Inx)’ : 11
L nx) X 1 11
=i Gy = I g =M g =55 =
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0

Dotaja pieméra parveidosim nenoteiktibu (o0 — o) par atbilsto$u nenoteiktibu (0)

1 1
lim (xef—x>=(00—00)= limx(e§—1>=

X—00 X—00

1 1 ’
ex—1 (0 (e"—l)
= lim —<) im ———— =

= =|=) = lim
X—00 1 0 X—00 (1) ’
X X
1 1
ex —- 1 1
. 2 . 2 lim =
= hm—xz lim ex = ex—wox = 9 = 1
X—00 - X—00
xZ

6.17 Vingrinajumi

Aprékinat dotas robezas, pielietojot Lopitala kartulu, noradit, kada veida nenoteiktiba ir dota
a) limx-tg4x
x—0

sin?5x

b) }Ci_r)r(l) 8x?2

_ Vix —2
¢) lim——————=—

x-0/2 + x —/2x
d) lim(7x —1)-e™?*
X—00

_ 1
) xlirzlz (x +2 In(x + 3))

6.18 Funkciju atvasinajumu pielieto$ana funkciju pétisana

Dazadus procesus, kuros ir izteiktas sakaribas starp mainigiem lielumiem, var aprakstit ar
funkciju palidzibu. Funkcijas un to robezas ir viens no galvenajiem matematiskas analizes
pétijuma objektiem. Lai izpétitu kadas funkcijas raksturu, var lietot vienkarsas metodes, aplikot
robezjautajumus, ka ari rezultatus, ko sniedz funkciju atvasinadjuma geometriskas
interpretacijas.

Te apskatisim specialu sistemu, ko sauc

Funkciju pétisanas pilna shéma
1.dala

1. Funkcijas definicijas apgabals.
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2. Funkcijas grafika krustpunkti ar koordinatu asim.
3. Funkcijas para, nepara 1pasibas (grafika simetrija).
4. Periodiskums un periods.
5. Partraukuma punktu noteikSana, to veids.
6. Vertikalo asimptotu aprékinasana.
7. Slipo asimptotu aprékinasana.
8. Funkcijas izturésanas definicijas apgabala intervalu galapunktos un (vai) bezgaliba.

2.dala

9. Pirma veida kritiskie punkti.
10. Monotonitates intervali un ekstremi.

3.dala.

11.0tra veida kritiskie punkti.
12. leliekuma un izliekuma intervali, parliekuma punkti.

4.dala
13. Grafika konstruésana.

Funkcijas pétijuma shému var iedalit vairakos atskirigos solos. Pirmaja dala tiek pétiti tadi
visparigi jautajumi ka funkcijas definicijas apgabals, funkcijas grafika krustpunkti ar koordinatu
asim, para un nepara ipasibas, periodiskums, kas ir jautajumi, pazistami jau no vidusskolas
kursa. Citi jautajumi sasititi ar funkcijas robezu aprékinasanu. Otras dalas pétijuma jau tiek
lietots funkcijas pirmas kartas atvasinajums un ta 1paSibas, treSaja dala — otras kartas
atvasinajums. Ka nosléguma uzdevums ir funkcijas grafika konstruésana, kas parada kopéjo
pétijuma rezultatu.

6.18.1 Funkcijas definicijas apgabals, krustpunkti ar koordinatu asim

Funkcijas definicijas apgabals ir visas tadas argumentu veértibas, pie kuram funkcijai ir jega.
Citiem vardiem sakot, pie jebkura argumenta no definicijas apgabala var aprékinat funkcijas
veértibu.

Noteikt dotas funkcijas definicijas apgabalu

Vx?2 - 16
fo =g

Atrisingjums

Te ieverosim divus ierobezojumus
- Nedrikst dalit ar nulli,
- Nevar aprékinat kvadratsakni no negativa skaitla.
Dotajai funkcijai sastadisim ierobeZzojumu sistému, kas nosaka funkcijas definicijas
apgabalu
x—2+%0
{xz —-16=0
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Katras nevienadibas atrisinajums ir

{—4xS¢x2S 4

Sistémas atrisinajuma kopéjo daju nosakam grafiski

Funkcijas definicijas apgabals ir
Dy, =[-4;2) U (2; 4]

Noteikt dotas funkcijas definicijas apgabalu
f(x) = V8 —x +Ig(x? — 11x + 24)
Atrisin@jums

Vienigais ierobezojums ir logaritma funkcijas definicijas apgabals, bet kuba sakni var
aprékinat no visam realu skaitJu vértibam. Definicijas apgablu nosaka nevienadiba

X2 —11x4+24>0

Aprékinam kvadrattrinoma saknes
X1 = 3,' Xy = 8
Nosakam kvadrattrinoma pozitivas vertibas

0 1 2 b4 4 5 6 7 £ g

Dotas funkcijas definicijas apgabals ir

Dy = (—0; 3) U (8; )

Funkcijas y = f(x) grafika krustpunktus ar koordinatu asim aprékina sekojosi: ja x = 0,
iegtstam funkcijas grafika krustpunktu ar y-asi; jay = 0, tad risinam vienadojumu f(x) = 0,
lai atrastu funkcijas grafika krustpunktus ar x-asi.

Atrast funkcijas grafika krustpunktus ar koordinatu asim
f(x) =x3+4x*—-9x — 36
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Atrisin@jums
Apréekinam funkcijas grafika krustpunktu ar y-asi

x=0 y=0-36=-36
Krustpunkts ar y-asiir (0; —36)

Aprékinam funkcijas grafika krustpunktus ar x-asi

y=0; x>+4x*-9x—-36=0
x3+4x% —9x — 36 = (x> — 9)(x + 4)

Vienadojuma atrisinajums ir
x1:3; x2=—3,' x3:_4

Krustpunkti ar x-asi ir (—=4; 0),(=3; 0),(3; 0)

6.18.2 Funkcijas para, nepara Tpasibas

Definicija. Funkcija y = f(x) ir para funkcija, ja katram argumentam x no funkcijas definicijas
apgabala ir spéka

f(=x) = f(x)

(4

Definicijas izteikumu var pierakstit arT “matematikas valoda”

f(=x)=f(x) Vx€D,
Para funkcijas grafiks ir simetrisks attieciba pret y-asi.
Definicjja. Funkcija y = f(x) ir nepara funkcija, ja katram argumentam x no funkcijas
definicijas apgabala ir speka
f(=x) =—f(x)

Atbilstosa simboliska izteiksme ir

f(=x)=—f(x) Vx€D,
Nepara funkcijas grafiks ir simetrisks attieciba pret koordinatu sakuma punktu.

Funkcijas, kuras nav ne para, ne nepara funkcijas, ir visparigas funkcijas.

Noskaidrot, vai dota funkcija ir para, nepara vai vispariga

_ sinx — x3
f(x) = 8cos4x
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Atrisin@jums

Funkcijas analitiskaja izteiksmé aizvietosim argumentu x ar (—x) un atcerésimies, ka sinusa
funkcija un kubiska funkcija ir nepara funkcija, bet kosinusa funkcija ir para funkcija

sin(—x) — (=x)* _

f=x = 8cos(—4x)
_ —sinx +x®  —(sinx —x%)
8cos4x  8cosdx fe)

Dota funkcija ir nepara funkcija. Attéla 7 redzama funkcijas grafika centrala dala. Grafiks ir |oti
komplicéts, jo funkcijai ir bezgaligi daudz partraukuma punkti.

‘ 1
05 Y= (sinz — 9:{)/(8(:054.3;)
2 15 l_—1 05 0 05 1lr 15
| 05
Attéls 7

Noskaidrot, vai dota funkcija ir para, nepara vai vispariga
f@©) = el +9
Atrisinajums

f(=t) = |—=t] + 909" = |t| + 9¢° = f(t)

Dota funkcija ir para funkcija, tas grafiks ir simetrisks pret y-asi (skat. attélu 8)
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3
y = t| + 9%
2
a |
—1 0 1 2
Attéls 8

Noskaidrot, vai dota funkcija ir para, nepara vai vispariga

f(x) =2x%—4x +12
Atrisin@jums

f(—=x) =2(—x)> —4(—x) + 12 = =2x* + 4x + 12 = —(2x? — 4x — 12)
Pedeéja izteiksme iekavas nav vienada ar doto funkciju. Ta nav ne para, ne nepara funkcija.

Dota funkcija ir vispariga, tas grafiks:

y=2z"—4r 45

-5 0 5 10 15

Attéls 9

6.18.3 Periodiskums

Definicija. Funkcija y = f(x) ir periodiska ar periodu T # 0, ja katram argumentam x no
definicijas apgabala ir spéka f(x + T) = f(x).

Trigonometriskas funkcijas ir periodiskas. Sinusa un kosinusa funkcijas periods ir 27, tangensa
un kotangensa periods ir 7.
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Periodiska var bdt ari funkcija, kura nav trigonometriska. Pieméram, funkcijay = x — |x]. Te
funkcijas loceklis |x| nozimé “skaitla vesela dala”. Funkcijas grafiks:

y

]

-2 -1 0 1 2 3

Attéls 10

Aprékinat funkcijas periodu
f(x)=cos(3x—1)

Atrisinajums
Kosinusa funkcijas periods ir 2m. Tad ir spéka
4(x+T)+5=4x+5+2m

AT =2m T=_T
4 2
Grafiks:
Ny
1.5
]
y=00s(3x-1)
X
05 1 15 2 25 P
Attéls 11

Aprékinat funkcijas periodu

5x
f(x) =sin 3 + tgdx
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Atrisin@jums

Sinusa funkcijas periods ir 27, bet tangensa funkcijas periods ir 7. Vispirms nosakam katras
atseviskas funkcijas periodu.

Sinusa funkcijai

5(x+T)_5x_|_2

3 3"
5T_2 _67T
3 ‘B 1T

Tangensa funkcijai
4(x+T)=4x+m
I8
AT =m; T =—
" 4

Dotas funkcijas periodu var noteikt, ja nosaka attiecibu — abu aprékinato periodu mazakais
kopigais dalamais (MKD) tiek dalits ar periodu lielako kopigo dalitaju (LKD)

_ MKD(m,6m) 6m 6
T~ LKD@®4,5) 1 "

Dotas funkcijas periods ir T = 6.
Del tangensa funkcijas Tpasibam, dotas funkcijas grafiks sastav no bezgaligi daudziem zariem:

y |

15
. DT
1 y=sin—Htgdn
3
05
X
-1 1 05 1 15 2 2 3 als

Attéels 12

6.18.4 Partraukuma punktu noteikSana un vertikalo asimptotu aprékinasana

Ir zinami divi funkciju partraukuma punktu veidi. Pirma veida partraukums ir, ja funkcijas
partraukuma punkta abas vienpuséjas robezZas ir galigas. Otra veida partraukums ir, ja
partraukuma punkta vismaz viena no vienpuséjam robezam ir bezgaliga.
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Definicija. Taisni, kurai funkcijas grafiks neierobeZoti tuvojas, sauc par funkcijas grafika
asimptotu.

Attéla 13 ir paradita funkcijas grafika vienpuséja asimptota (sarkana krasa).

Attéls 13

Dazam no zinamajam elementarajam funkcijam ir asimptotas — eksponentfunkcijai, pieméram,
funkcijai y = e* asimptota ir x-ass; logaritmiskai funkcijai, pieméram, funkcijai y = lgx
asimptota ir y-ass, arktangensa funkcijai y = arctgx ir divas asimptotas y = % uny = —g.
Ja funkcijai punkta x, = a ir otra veida partraukuma punkts, tad tas vertikalas asimptotas
vienadojums ir x = a.

Definicija. Taisni x = a sauc par funkcijas y = f(x) grafika vertikalo asimptotu, ja vismaz viena

no vienpuséjam robezam, kad x tiecas uz a, ir bezgaligi liela pozitiva vai bezgaligi liela negativa:

lim f(x)=4c vai lim f(x)=+o
x—a+0 x—a—0

Aprekinat funkcijas vertikalo asimptotu
x)=1In
f@) =In —

Atrisinajums
Dotas funkcijas partraukuma punkts ir x = 1. levérojot, ka logaritma vertibu nevar aprékinat
negativam argumenta vértibam un ari no nulles, tad Sai funkcijai var aprékinat tikai kreiso

vienpuséjo robezu
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)= ()=

Ta ka vienpuséja robeza ir bezgaliba, tad funkcijas grafikam ir vertikala asimptota x = 1.
Funkcijas grafiksdots attéla 14.

. 1 .
xl_grloln 1—x ln<x1_gr101 - X

3
y
4
1 v= In(l 13’2)
2 i
i X
4 -2 , 2 4 I
Attéls 14
Aprekinat funkcijas vertikalas asimptotas
x2
Y= x4

Atrisin@jums

Dotas funkcijas partraukuma punkti ir x =2 un x = —2. Kopuma te jaaprékina cetras
vienpuséjas robezas

x? 4 N
= —=+400
x—>—-2-0 x2 —4 +0
x? 4
= = —00
x—-2+0 xz —4 -0
x? 4
= — = —00
x-2-0 x2—4 —0
x? 4

xl—gg}-o x2—4 B ﬁ -
Saskana ar definiciju, funkcijas grafikam ir divas vertikalas asimptotas (skat. attélu 15)

x=-2unx=2



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/C/ 2019-1-HR01-KA203-061000

P

i i 0 T Ty A [ D O R S O O O L O P e e ——— = — - |
ra
=—=—— = e A e T sy Ty

Attéls 15

6.18.5 Slipo asimptotu aprékinasana
Funkcijas grafika slipa asimptota ir taisne, kuras vienadojums ir
y=kx+b

Lai atrastu funkcijas y = f(x) slipas asimptotas vienadojumu, ir nepiecieSams aprékinat
koeficientus k un b. Vispirms aprékina koeficientu k

R (D)
e=lmee

Ja koeficients k ir galigs skaitlis, tad var aprékinat koeficientu b

b = lim (f(x) ~ kx)

Slipa asimptota ekstisté, ja abi koeficienti ir galigi skaitli. Ja koeficients k = 0, tad asimptotas
vienadojums ir y = b un to sauc par horizontalo asimptotu. Vispariga gadijuma, aprékinot
koeficientus k un b, ir jaskiro gadijumi, kad x — oo vaix — —oo.

Apskatisim iepriekséja paragrafa piemeéeru 2, kur funkcijai aprékinajam vertikalas asimptotas,
bet tagad aprékinasim tas slipo asimptotu.

Aprékinat funkcijas slipo asimptotu

Atrisinajums

Aprékinasim taisnes virziena koeficientu k, ievérojot, ka abos gadijumos, kad x — oo vai
Xx — —oo, robezas vértiba bUs viena un ta pati
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2

k = Ii —im =1
_xl—>nolo (x2—4)x_xl—r>£10 x2—4_oo

Tad
x2
=1

b= ;1_{{)10 x2—4
Dotas funkcijas grafikam ir horizontala asimptota y=1, ka ari divas vertikalas asimptotas, kuras
aprékinajam jau ieprieks (skat. attélu 16).

[y
¥

|

FPRUPRPRN (PSRRI TR SO 1t N P e = —r—r—r— o —r———
]
=1 P

R it Ll et e ettt R R

Attéls 16

Aprékinat funkcijas slipas asimptotas

y = ; + arctg2x
Atrising@jums
Atseviski apskatisim gadijumus, kad x = co unx —» —oo

Aprékinam koeficientus viena no gadijumiem

X T
. ptarctg2x /1 arctg2xy 1 3 1
k=hm—=hm(—+—)=_+_=_
x—00 X x—00 \2 X 2 o 2
b = lim (f+arct 2x—f)—arct oo—E
T x> 2 g 2 - 8 _2

Vienas slipas asimptotas vienadojums gadijumam, kad arguments pienem |oti lielas pozitivas
vertibas, ir

N[ _

y=3

Aprékinam koeficientus otra no gadijumiem



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students

k+h/(;f 2019-1-HR01-KA203-061000
X 1
. ptarctg2x (1 aretg2xy 1 3 1
k= lim =—— = lim (— —>:_+_:_
x—>—00 X x—>—00 \2 X 2 —oo

X X T
b= lim (E + arctg2x — E) = arctg(—o) = — =

X—>—00 2
Slipas asimptotas vienadojums gadijumam, kad arguments pienem |oti lielas negativas
vértibas, ir

y:

N R

x
2

Redzam, ka funkcijas grafikam plus bezgaliba un minus bezgaliba ir divas dazadas asimptotas
(skat. attelu 17).

Y= % + arctg(2z)

Attels 17

6.18.6 Funkcijas izturésanas bezgaliba

Ka noskaidrot, kadas vértibas funkcija pienem definicijas apgabala kreisaja un labaja pusé, tas
ir, ta galapunktos, ja tadiir, vai bezgaliba? To veic, aprékinot funkcijas atbilstosas robezvértibas.

Noteikt funkcijas izturéSanos pie definicijas apgabala robezam
1
= In
Y 1—x

Atrisinajums
Dotas funkcijas definicijas apgabalu nosaka logaritma funkcijas arguments
1

>0
1—x
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Dy = (—o0; 1)

Aplakosim, kadas ir funkcijas vertibas definicijas intervala kreisaja pusé

lim In =In lim

X—>—00 — X X—>—00 — X

1
=In (+_oo> =In(+0) = —
Jau ieprieks apréekinajam, ka labaja definicijas intervala pusé vienpuséja robeza ir bezgaliba
1

lim In = o
x—1-0 1—x

Sis pétijums nosaka ari funkcijas vértibu apgabalu

Ey = (—o0; +0o0)

Noteikt funkcijas izturésanos bezgaliba

y=2*
Atrisinajums
Dota funkcija ir definéta visiem realiem argumentiem x.
Aprékinam vienpuséjas robezas plus un minus bezgaliba

lim 2*¥ = 2%®° = o
X—00

lim 2* =27 ! ! 0

1m = = —_—= — =

X——00 2% 0

Argumentam pienemot |oti lielas pozitivas vertibas, funkcijas vertibas art klUst loti lielas
pozitivas. Ja arguments tiecas uz minus bezgalibu, funkcijas vértibas tuvojas nullei. Varam

pierakstit art funkcijas vertibu apgabalu

Ey, = (0; =)

6.18.7 Funkcijas monotonitates intervali, pirma veida kritiskie punkti un ekstrémi

Ir zinams, ka definé intervala [a, b] augosu funkciju f(x).

Definicija. Funkcija y = f(x) ir augosa intervala [a, b], ja jebkuriem diviem argumentiem
X1 Un x, no intervala [a, b], kuriem x; < x,, ir spéka nevienadiba f(x1) < f(x3).

Lidzigi definé ari intervala dilstosu funkciju. Var aplikot ar intervala neaugosas vai nedilstosas
funkcijas. Pieméram, funkcija intervala [a, b] ir nedilstosa, ja visiem argumentiem x; < x5
seko, ka f(x1) < f(x,). Visus tadus intervalus, kuros funkcija aug, dilst, neaug, nedilst, sauc
par funkcijas monotonintates intervaliem.

Funkcijas monotonitati raksturo ari funkcijas pieaugums — funkcija dotad puncta apkartneé ir
augosa, ja pozitivam argumenta pieaugumam (Ax > 0) atbilst pozitivs funkcijas pieaugums
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(Ay > 0); funkcija ir dilstosa, ja pozitivam argumenta pieaugumam (Ax > 0) atbilst negativs
funkcijas pieaugums (Ay < 0).

Definicija. Funkcija y = f(x) ir augosa intervala [a, b], ja katra intervala punkta pozitivam
argumenta pieaugumam (Ax > 0) atbilst pozitivs funkcijas pieaugums (Ay > 0).

Tad seko

Ay

—>0
Ax

Apskatot robeZgadijumu, ari robeZas vértiba ir pozitiva
. Ay : )
Alylcr—r}oﬂ >0 jeb y >0.

Tas nozimég, ka intervala [a, b] augoS$ai funkcijai atvasinajums katra intervala punkta ir pozitivs.

Funkcijas aug8anas un dilS8anas nepieciesama pazime:

Teoréma. Ja funkcija intervala [a, b] ir augo$a, tad tas atvasinajums i intervala katra punkta ir
pozitivs:

Vx € [a,b] f'(x)>0

Ja funkcija intervala [a, b] ir dilsto3a, tad tas atvasinajums S intervala katra punkta ir negativs:
Vx € [a,b] f'(x) <0

Lidzigi formulé funkcijas augSanas un dilSanas pietiekamo pazimi:

Teoréma. Ja funkcijai katra intervala punkta tas atvasinajums ir pozitivs, tas ir, f'(x) > 0, tad
funkcija $aja intervala ir augosa.

Ja funkcijai katra intervala punkta f'(x) < 0, tad funkcija $aja intervala ir dilstosa.

levérojot funkcijas monotonitates pazimes un funkcijas atvasinajuma geometrisko
interpretaciju (funkcijas atvasinajums dotaja punkta ir vienads ar pieskares virziena koeficientu,
kas novilkta funkcijas grafikam $aja punkta) var secinat, ka funkcijas grafikam novilktas
pieskares veido Sauru lenki ar x-asi intervala, kur funkcija aug, bet platu lenki - intervala, kur
funkcija dilst.

Ta, pieméram, attéla 18 redzams funkcijas grafiks, kur punkts P atrodas kada no funkcijas
augsanas intervaliem (uz loka AB). Punkta P novilkta pieskare veido Sauru lenki ar x-asi. Grafika
punkts Q atrodas funkcijas dilSanas intervala (uz loka CD). Punkta Q novilkta pieskare veido
platu lenki ar x-asi.
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Apskatisim, ka nosaka funkcijas monotonitates intervalus.

Funkcijas monotonitates intervalu noteiksanas plans

1. Atvasina doto funkciju
Atvasinajumu pielidzina nullei un atrod vienadojuma saknes un tas vértibas, pie

kuram funkcijas nav definéta. Tas visas sauc par pirma veida kritiskajiem punktiem
Kritiskos punktus atliek uz skait|u ass. Katra intervala nosaka funkcijas atvasinajuma
zZimi

4. lzdara secinajumus par funkcijas monotonitates intervaliem, raksta atbildi

Atrast dotas funkcijas monotonitates intervalus
y =x3 —9x% + 24x — 11
Atrisin@jums

1) Atvasina funkciju
y' = 3x% —18x + 24
2) Atrisina vienadojumu
3x2—18x+24=0
x> —6x+8=0

Saknesirx; =2; x, =4
3) Kritiskos punktus atliek uz skaitlu ass un nosaka atvasinajuma zimes katra no

intervaliem. Atvasinajuma funkcijas grafiks ir parabola, kuras zari versti uz augsu, tad,
ka zinams, centralaja intervala funkcijas vértibas ir negativas (skat. attélu 19).
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Attéls 19

4) Secinam, ka funkcija aug intervalos, kur x € (—oo; 2) U (4; o)
Funkcija dilst intervala x € (2; 4).

Attéla 20 vVaram aplUkot ari funkcijas grafiku (zala krasa) un tas atvasinajuma grafiku
(konstruéts ar partrauktu Iiniju):

¥ 10

w00

-2

Attels 20

Nupat alplikotaja pieméra noskaidrojam funkcijas augdanas un dildanas intervalus. Sie intervali
atbilst gandriz visam funkcijas definicijas apgabalam, bet arpus monotonitates intervaliem
paliek divi punkti x = 2 un x = 4. Funkcijas grafiks (skat. attélu 20) Sajos punktos ir “izlocits” —
Sajos punktos ir funkcijas lielaka un mazaka vertiba kada pietiekami neliela interval3,
pieméram, intervala x € (1,5; 4,5). Sadus punktus sauc par funkcijas lokalajiem ekstrémiem.
Definésim tos.

Definicija. Punktu xq, € [a, b] sauc par funkcijas y = f(x) maksimuma punktu (jeb lokalo
maksimumuy), ja katram x € [xo — Ax, xq + Ax], kur x # xq, irspeka f(x) < f(xq).
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Definicija. Punktu xq € [a,b] sauc par funkcijas y = f(x) minimuma punktu (jeb lokalo
minimumuy), ja katram x € [xq — Ax, x¢ + Ax], kur x # x,, irspéka f(x) > f(xo).

Aplidkosim nosacijumus.
Funkcijas ekstrému eksistences nepieciesamais nosacijums

Ja funkcijai y = f(x) punkta x, ir ekstréms, tad Saja punkta funkcijas atvasinajums ir nulle vai
ari funkcija nav definéta.

Aplakosim funkciju y = Vx2

Funkcijas vismazaka vertiba jeb minimums ir punkta x = 0 (skat. attélu 21), jo visas paréjas
funkcijas vertibas ir pozitivas.

=]

Attéls 21
Aprékinasim funkcijas atvasinajumu
, 2\ 2 1 2
y=(x7) =3+ T3
Atvasinajums nav definéts, ja x = 0. Intervala x € (—oo; 0) atvasinajuma vértibas ir negativas, bet
intervald x € (0; o) pozitivas.

Tomeér nosacijums, ka funkcijas atvasinajums punkta x, ir nulle vai nav definats, nav
pietiekams, lai apgalvotu, ka funkcijai Saja punkta ir ekstréms. To demonstrésim ar sekojoso
piemeru.

Apliikosim pakapes funkciju y = x3. Tai nav ekstréma punkta (skat. attélu 22), lai gan atvasinajums
punkta O ir vienads ar 0. Kubiska parabola ir augosa funkcija visa tas definicijas apgabala.
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Atvasinam
y' = 3x?
y' =3x2=0,jax=0
levérosim, ka funkcijas atvasinajums ir viscaur pozitivs, ta vismazaka vértiba ir punkta x = 0.

'
y

6

=1

-2 0 2 4 6
X

Attels 22

Lai varétu noskaidrot funkcijas ekstréma punktu eksistenci, lietosim sekojoSu nosacijumu:
Funkcijas ekstrému eksistences pietiekamais nosacijums

Punkts x, ir funkcijas f(x) ekstréma punkts, ja, ejot caur to argumenta x pieaugsanas virziena,
funkcijas atvasinajums f'(x) maina zimi:

o on owou

Jano “+” uz “-“, tad x; ir maksimuma punkts.

oon oo

Jano “” uz “+“ tad x ir minimuma punkts.

Noteikt funkcijas monotonitates intervalus un ekstréma punktus

x%>—-9
x—5

y =
Atrisinajums
Atvasinasim doto funkciju

C2x(x—=5)—-(x*-9) 2x*—10x-x*+9 x*—10x+9
B (x —5)2 B (x —5)? - (x—5)?

!

Funkcjas atvasinajums ir O, ja skaititajs vienads ar O.

Aprékinasim saknes
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x2—=10x+9=0
x;=1unx, =9

Tad funkcijai ir tris kritiskie punkti — abas vienadojuma saknes un punkts, kura funkcijas atvasinajums
(ari pati funkcija) nav definéts x3 = 5.

Atliekam Sos punktus un koordinatu ass un nosakam atvasinajuma zime intervalos (skat. attélu 23)

yl

+

.
Bl

wn

- o ol o o el = = = s
w

——— o |

-

No dota rezultata secinam

|
I
|
I
|
|
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|
|
I
I
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I
|
I
I

Attéls 23

Funkcija aug intervalos x € (—o0; 1) U (9; o)
Funkcija dilst intervalos x € (1; 5) U (5; 9)

Funkcijas maksimums ir, ja x = 1. Funkcijas vértiba maksimuma punkta ir

H=s=2_,
fO)=7—=
Funkcijas minimums ir, ja x = 9. Funkcijas vértiba minimuma punkta ir
9 = 81-9 18
fO=5—=

Funkcijas grafiks dots attéla 24.

22-9
y —
T —5H
X
-20 20 30 40 50

Attéls 24
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6.18.8 Funkcijas vislielaka un vismazaka vértiba slégta intervala

Jaapliko funkcijuy = f(x) kada slégta intervala, kura funkcija ir nepartraukta, var aprékinat tas vértibu
jebkura intervala ieks$éja punkta ka ari intervala galapunktos. Var gadities, ka funkcijas vislielaka vai
vismazaka vertiba bis kada no intervala [a; b] galapunktiem. Ta, pieméram, funkcijas y = (x — 2)?
vislielaka vertiba intervala [1; 4] ir tiesi galapunkta x = 4. Funkcijas vértiba ir y(4) = 4 (skat.attélu 25)

y A

4

3
_l(z —2)?

; y=(z-2)

1 \

0 1 2 3 4 5 X:;
Attéls 25

Lai noteiktu funkcijas vislielako un vismazako vértibu slégta intervala,

1) atrod funkcijas pirma veida kritiskos punktus;

2) izvelas tikai tos kritiskos punktus, kas pieder dotajam intervalam;

3) aprékina funkcijas vértibu kritiskajos punktos un intervala galapunktos;
4) izvélas funkcijas vislielako un vismazako vértibu.

Piemeérs
Noteikt funkcijas vislielako un vismazako vértibu slégta intervala

_ 4x
T4 4 x2

y +3; x€[0; 4]

Atrisinajums
Atvasinasim doto funkciju

44+ x?) - 2x-4x 16— 4x?
B (4 + x?)? T (4+x2)2

!

Aprékinam kritiskos punktus
16 —4x> =0; x> =4
Saknes

X =—2unx, =2
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Sakne x; = —2 nepieder intervalam [0; 4]. Aprékinam funkcijas vértibu kritiskaja punkta
X, = 2 un intervala galapunktos

y(0)=0+3=3

8
2)=——+4+3=4
y(2) 4+4+

4 _16+3—38

Secinam, ka funkcijas vismazaka vertiba ir kreisaja galapunkta, bet vislielaka vertiba ir
kritiskaja punkta x, = 2 (skat. attélu 26).

A

y
1.5

!

4
y=—73+3
4+ 2 S
0.5
X
3 0 05 1 15 ) 25 3 35 4 45—_

Attéls 26

6.18.9 Funkcijas otras kartas atvasinajuma pielietoSana funkcijas izpété

Ar otras kartas atvasinajuma palidzibu nosaka funkcijas ieliekuma un izliekuma intervalus.

Definicija. Funkcija f (x) ir izliekta intervala [a; b], ja katra Stintervala punkta grafikam novilkta
pieskare atrodas virs funkcijas grafika.

Definicija. Funkcija f (x) ir /eliektaintervala [a; b], ja katra Stintervala punkta grafikam novilkta
pieskare atrodas zem funkcijas grafika.

Attéla 27 redzams tadas funkcijas grafiks, kura ir ieliekta intervala (-2,5; -3,5). Grafiks ir izliekts
intervalos (-2; 0) un (2,5; 3). levéerosim, ka pieméra ieliekuma un izliekuma intervali noteikti
aptuveni. Konkrétu intervalu noteikSanai ir nepiecieSami aprékini.
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Attéls 27

Definicija. Punktus, kur funkcijas grafiks mainas no ieliekta uz izliektu vai otradi, sauc par
funkcijas grafika parliekuma punktiem.

Funkcijas izliekumu var noskaidrot ar funkcijas otras kartas atvasinajuma palidzibu.

Teoréma. Ja funkcija f (x) intervala [a; b] ir diferencé&jama un tas otras kartas atvasinajums ir
pozitivs f"'(x) > 0, tad funkcija $aja intervala ir ieliekta, bet ja tas otras kartas atvasinajums ir
negativs f"'(x) < 0, tad funkcija ir izliekta.

Punktus, kuros funkcijas otras kartas atvasinajums ir nulle vai neeksisté, sauc par funkcijas otra
veida kritiskajiem punktiem. Kritiskaja punkta ir funkcijas parliekuma punkts, ja izpildits
sekojosais nosacijums:

Parliekuma punkta eksistences pietiekamais nosacijums

Punkts xg ir funkcijas f(x) parliekuma punkts, ja ejot caur to argumenta x pieaugsanas
virziena, funkcijas otras kartas atvasinajums f"(x) maina zimi.

Aplakosim planu, ka noteikt funkcijas izliekuma — ieliekuma intervalus.
Funkcijas ieliekuma/izliekuma intervalu un parliekuma punktu noteiksana

1. Atvasina doto funkciju

2. Atrod funkcijas otro atvasinajumu

3. Otro atvasinajumu pielidzina O un atrod saknes, ka art tos punktus, kur funkcijas otrais
atvasinajums nav definéts. Tie ir funkcijas otra veida kritiskie punkti

4. Kritiskos punktus atliek uz skaitlu ass; nosaka funkcijas otra atvasinajuma zimes
intervalos

5. Veic secinajumus par funkcijas ieliekuma, izliekuma intervaliem un parliekuma
punktiem. Raksta atbildi.
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Noteikt funkcijas ieliekuma un izliekuma intervalus un parliekuma punktus
y =x3—9x% 4+ 24x — 15

Atrisinajums
Atvasinasim

y' = 3x% — 18x + 24
Atvasinasim otrreiz

y"' =6x—18

Te ir viens kritiskais punkts, kad funkcijas véertiba ir vienada ar nulli

6x—18=0; x=3

Atliekam kritisko punktu uz skaitlu ass un nosakam otras kartas atvasinajums zimes abos
intervalos (skat.attélu 28).

yll F

I

il ] +
I
; O =

y ! X
A

]

I

Attéls 28

Noskaidrojam, ka funkcijas grafiks ir izliekts intervala (—oo; 3), bet ieliekts intervala (3; o).
Funkcijai ir parliekuma punkts x = 3, funkcijas vértiba y(3) = 57. Funkcijas grafiks ir dots
attéla 29. Taisne x = 3 atdala funkcijas ieliekto dalu no izliektas.

Attels 29
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6.18.10 Funkcijas pilnais pétijums
Aplakosim paris piemerus, ka veikt funkcijas pilno pétijumu.

Izpétit doto funkciju un konstruét tas grafiku
y=x*—-5x2+4

Atrisin@jums
Funkcijas pétijumu veiksim planveidigi.

1. Funkcijas definicijas apgabals
Funkcija definéta pie visam realam argumenta vértibam
Dy, = (—00; )
2. Funkcijas grafika krustpunkti ar koordinatu asim
Aprekinasim funkcijas grafika krustpunktu ar y-asi
x=0, y=4
Aprekinasim funkcijas grafika krustpunktus ar x-asi. Vispirms funkcijas analitisko
izteiksmi sadalisim reizinatajos
y=x*-5x24+4=(x-2)(x+2)(x—D(x+1)
Tad saknes ir

jay=0,tadx; =—-2; x, =2; x3=-1; x, =1

3. Funkcijas para, nepara 1pasibas (grafika simetrija).

Parbaudisim, vai dota funkcija ir para funkcija

y(—x) = (—0)* = 5(-x)?+4=x*—-5x2+4=y

Dota funkcija ir para funkcija, tas grafiks ir simetrisks attieciba pret koordinatu y-asi.
4. Periodiskums un periods

Funkcija nav periodiska.
5. Partraukuma punktu noteikSana, to veids

Funkcijai nav partraukuma punktu, ta ir viscaur definéta
6. Vertikalo asimptotu aprékinasana

Funkcijai nav vertikalo asimptotu.
7. Slipo asimptotu apréekinasana

Funkcijai nav slipo asimtotu, jo

f(x) x*—5x%+4

k=lim—-=lim—— =
xX—oo X X—00 X

8. Funkcijas izturésanas definicijas apgabala intervalu galapunktos un (vai) bezgaliba

Apskatisim funkcijas vértibas gadijuma, kad arguments x tiecas uz bezgalibu



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
h+h/C/ 2019-1-HR01-KA203-061000

5 4
lim (x* — 5x2 + 4) = 1imx4(1—x—2+x—4> =o00-1=o00

X—00 X—>00

Funkcija bezgaliba pienem loti lielas pozitivas vertibas. Tapat ir ari, ja x tiecas uz minus
bezgalibu, jo dota funkcija ir para funkcija.

9. Pirma veida kritiskie punkti
Atvasinasim doto funkciju
y' = 4x3 — 10x
Aprékinasim funkcijas pirma veida kristiskos punktus
y' =0; 4x3—10x =2x(2x2-5)=0
Ir tris kritiskaie punkti, pie kuriem funkcijas atvasinajuma vértiba ir nulle

5 5
x,=0; x, = §z1,58; X3 = — Ez—1,58

10. Monotonitates intervali un ekstremi

Atliksim $1s vértibas uz skaitlu ass un noteiksim funkcijas atvasinajuma zime intervalos,
ka arT ekstrema punktu veidu (skat. attélu 30).

X

7%

e

X

e — = — — = — = =
(=
—— k= o il = - -

Attéls 30

Funkcija aug intervalos x € <—\/§; 0) U ( g; 00>
N - 5 5
Funkcija dilst intervalos x € (—00; —\/;) U <0; E)

Funkcijas lokalais maksimums

x=0,tady =4
Funkcijas minimuma punkti
=+ 5td _® 5 5+4— 2,25
S et G 2 TET TS

11.0tra veida kritiskie punkti
Aprékinasim funkcijas otras kartas atvasinajumu un otra veida kritiskos punktus
y" =12x*-10
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5
y'=0tad x,, =+ i 2,45

12. leliekuma un izliekuma intervali, parliekuma punkti

Apliakosim, kada veida intervalos kritiskie punkti iedala skait|u asi, kada bus funkcijas
izturésanas Sajos intervalos (skat. attelu 31).

| e

[

7
LML RN,
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1
I

Attéls 31
Funkcijas grafiks ir izliekts intervala x € (—\E; \E)
Funkcijas grafiks ir ieliekts intervalos x € (—00; - Z) U ( %; 00>

Funkcijas grafikam ir divi parliekuma punkti

P ady =2 52142 %
X=X Y T35 6T %36

13. Grafika konstruésana

Grafika konstruésanai izmantosim GeoGebra programmu. Grafika noradam ari visus svarigakos
punktus. Programmas GeoGebra lietotné var noradit funkcijas grafika ekstréema punktus
(izvélne Extremum) min,un min,, maksimuma punktu max. Tapat var noteikt ari grafika
krustpunktus ar x-asi (izvélne Roots), grafika punktus A, B, C, D, kuri redzami attéla 32. Grafika
parliekuma punkti ir P; un P,.
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29
. 9 _:‘
36
=
-4 3y
o ;
55 _2} 25)
Attéls 32
Izpétit doto funkciju un konstruét tas grafiku
X2 —2x+2
Y= x—1

Atrisinajums
Funkcijas péetijumu veiksim planveidigi.
1. Partraukuma punktu noteikSana, to veids
Funkcija nav definéta, ja saucéja ir 0. Tad partraukuma punkts ir x = 1.

Lai noteiktu partraukuma punkta veidu, ir jaaprékina vienpuséjas robezas
x?—=2x+2 1

X1—1>§.r-|1-0 x—1 _ﬁz
. x*=2x+2 1
x—}mo x—1 _—_0_ ®

Funkcijai ir otra veida partraukuma punkts
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Funkcijas definicijas apgabals
levérojot, ka funkcijai ir partraukuma punkts, tas definicijas apgabals ir
Dy = (—;1) U (1; )
Funkcijas grafika krustpunkti ar koordinatu asim
Aprekinasim funkcijas grafika krustpunktu ar y-asi
x=0,tady =-2
Aprékinasim funkcijas grafika krustpunktus ar x-asi. Tas iespéjams, ja funkcijas
skaititajs ir O.
y=x*2-2x+2=0
Vienadojumam realu saknu nav. Funkcijas grafiks nekrusto x-asi.
Funkcijas para, nepara 1pasibas (grafika simetrija)
Parbaudisim, vai dota funkcija ir para vai nepara funkcija
(—x)2=2(—x)+2 x*+2x+2 x% 4+ 2x +2
(—x) -1 T x—1  x+1

y(—x) =

Dota funkcija nav ne para funkcija, ne nepara funkcija. Ta ir vispariga funkcija.
Periodiskums un periods

Funkcija nav periodiska.

Vertikalo asimptotu aprékinasana

Funkcijai ir vertikala asimptota, jo tai ir otra veida partraukuma punkts. Vertikalas
asimptotas vienadojums ir x = 1.

Slipo asimptotu aprékinasana

Funkcijas slipas asimptotas vienadojums ir y = kx + b. Aprékinasim koeficientus

 f(x) ox?2=-2x+2
k= lim—=lim ———— =
X—>00 X X—00 x(x—]_)
b o) = i x?2—=2x+2 . —x+2 .
_xglgo(f(x)_ x)_xl—>nolo x—1 X _xl—r>1c:lo x—1 -

Slipas asimptotas vienadojumsiry = x — 1.
Funkcijas izturé$anas definicijas apgabala intervalu galapunktos un (vai) bezgaliba

Apskatisim funkcijas vértibas gadijuma, kad arguments x tiecas uz plus vai minus
bezgalibu

2 2
x2=2x+2  x*(l-3t= _
lim ———— = lim — 1 =limx:-1=o
X—00 X — X—oo X 1__2 X—00
X
2 2
ox2—=2x+2 o x2(l=3tz= _
lim T= im —| ————"—|= lim x-1=—o0
X—>—00 X X—>—0 X 1 -= X—>—00

X
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Funkcija bezgaliba pienem loti lielas pozitivas vértibas, ja arguments x tiecas uz plus
bezgalibu, un funkcijas vertibas klUst bezgaligi lielas negativas, ja x tiecas uz minus
bezgalibu.

9. Pirma veida kritiskie punkti
Atvasinasim doto funkciju

Qx—2)(x—1)—(x*—-2x+2) x*-2x
B (- 1)2 T -1y
Aprékinasim funkcijas pirma veida kristiskos punktus

y'=0; x*-2x=x(x—2)=0

Ir divi kritiskie punkti, pie kuriem funkcijas atvasinajuma vértiba ir nulle, un vél viens,
kur funkcijas atvasinajums nav definéts

!

x1=0; x2=2; X3=1
10. Monotonitates intervali un ekstremi

Atliksim kritiskas vértibas uz skaitlu ass un noteiksim funkcijas atvasinajuma zimes
intervalos, ka ari ekstréma punktu veidu (skat. attélu 33).

X

Attéls 33

7

.

—_——— e — - = = =

N T W N
i8]

_— e oy
|

Funkcija dilst intervalos x € (0; 1) U (1; 2).
Funkcija aug intervalos x € (—oo; 0) U (2; o).
Funkcijas lokalais maksimums

x=0,tady =-2
Funkcijas minimuma punkts

x=2,tady=2
11.0tra veida kritiskie punkti
Aprékinasim funkcijas otras kartas atvasinajumu un otra veida kritiskos punktus
Lo (xP=2x\ (x—2)(x - 1) =2(x — D (x? - 2x) 2
Y- <(x— 1>2> N @-D* BCEEE
Funkcijas atvasinajums nekad nav vienads ar 0, jo skaititaja ir konstants skaitlis. Vienigais
otra veida kritiskais punkts ir x = 1.

13. leliekuma un izliekuma intervali, parliekuma punkti
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Aplakosim, kada veida intervalos (skat. attélu 34) kritiskais punkts iedala skaitlu asi,
kada bis funkcijas izturésanas Sajos intervalos.

+

SEEE

e o o ol ==t

Attéels 34

Funkcijas grafiks ir izliekts intervala x € (—oo; 0)
Funkcijas grafiks ir ieliekts intervala x € (0; o)

Funkcijas grafikam parliekuma punktu nav.

13. Grafika konstruésana

Grafika konstruésanai izmantosim GeoGebra programmu.

Attéls 35

Programmas GeoGebra lietotné var noradit funkcijas grafika ekstréma punktus — maksimuma

punkts max, minimuma punkts min. Te funkcijas maksimuma punkts vienlaikus ir ari tas grafika
krustpunkts ar y-asi (skat. attélu 35).
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Izpétit doto funkciju un konstruét tas grafiku

4x—1

y=x-1e

Atrisingjums

1.

Funkcijas definicijas apgabals
Funkcija definéta pie visam realam argumenta vértibam
Funkcijas grafika krustpunkti ar koordinatu asim
Apréekinasim funkcijas grafika krustpunktu ar y-asi

-1

x =0; yz?

Aprékinasim funkcijas grafika krustpunktu ar x-asi
jay=0,tadx =1

Funkcijas para, nepara 1pasibas
Parbaudisim, vai dota funkcija ir para funkcija

y(=x) = (=x — De ™1
Dota funkcija ir vispariga funkcija, tas grafiks nav simetrisks.
Periodiskums un periods
Funkcija nav periodiska.
Partraukuma punktu noteikSana, to veids
Funkcijai nav partraukuma punktu, tas definicijas apgabals ir visa realo skait|u ass.
Vertikalo asimptotu aprékinasana
Funkcijai nav vertikalo asimptotu.
Slipo asimptotu aprékinasana
Dotajai funkcijai asimptotas jaapliko divos gadijumos:
a) arguments x tiecas uz plus bezgalibu, te slipa asimptota nav, jo

f) (x — De™!

k=lm—=Ilim—————=(10) =0
x—oo0 X X—00 X
b) aplikosim otru gadijumu, kura, aprékinot koeficientu b, lietosim Lopitala kartulu
f(x) 1 1-3 1
. X . X = . T x
ko= xl—1>r—noo x xl—1>r—noo xel-4x xl—l>r—noo el—4x ; =0
b= li k) = lim 222 = (D) = i -1
= Im(FC) = k) = Jim Zmz = () = Jim, — e = = =

Slipas asimptotas vienadojums ir y = 0. Sada veida asimptotu sauc par horizontalo
asimptotu. Ta ir x-ass.
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8. Funkcijas izturésanas definicijas apgabala intervalu galapunktos un (vai) bezgaliba
Apskatisim funkcijas véertibas gadijuma, kad arguments x tiecas uz plus bezgalibu

lim (x — De* ™! = (c0- ) =

X—00
Funkcijas izturésanos, kad arguments x tiecas uz minus bezgalibu nosaka iepriekséja
punkta veiktais pétijums. Funkcija plus bezgaliba pienem loti lielas pozitivas vertibas.
Bet, ja x tiecas uz minus bezgalibu, dotas funkcijas vértibas k|Ust |oti mazas negativas.

9. Pirma veida kritiskie punkti
Atvasinasim doto funkciju
y =e® 14+ (x — e 14 =M 1(4x - 3)
Aprékinasim funkcijas pirma veida kristisko punktu
y'=0; 4x—3=0,tadx = 0,75
10. Monotonitates intervali un ekstremi

Atliksim kritisko punktu uz skaitju ass un noteiksim funkcijas atvasinajuma zimi
intervalos, ka ari ekstréma punkta veidu (skat. attélu 36).

+

=

1
1
&
T
3
I
[
1
1
I

Attéls 36

Funkcija aug intervala x € (0,75; o)
Funkcija dilst intervald x € (—o0; 0,75)
Funkcijas lokalais minimums ir
x =0,75,tady = (0,75 — 1)e%7>%"1 = —0,25¢% ~ —1,85

11.0tra veida kritiskie punkti
Apréekinasim funkcijas otras kartas atvasinajumu un otra veida kritisko punktu
y' =4e"™ 1 + (4x — 3)e*™ 1 4 = 4eM 7 1(4x - 2)
y" =0,tadx = 0,5
14. leliekuma un izliekuma intervali, parliekuma punkti

Apliakosim, kada veida intervalos kritiskie punkti iedala skait|u asi, kada bUs funkcijas
izturésanas $ajos intervalos. Shéma dota attéla 37.
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+

iy o

Attéls 37

:
|
05,
|
I
I
4

Funkcijas grafiks ir izliekts intervald x € (—o0; 0,5)
Funkcijas grafiks ir ieliekts intervalos x € (0,5; )

Funkcijas grafikam ir parliekuma punkts
x=05 y=-05e~=—-134

13. Grafika konstruésana

Grafika konstruésanai izmantosim GeoGebra programmu.

y=(z— 1)

—2

-2

min(0,75; —0, 25¢%)

Attéls 38

Grafika attélojam art visus svarigos punktus: funkcijas minimuma punktu min, krustpunktus ar
asim C; un C,, funkcijas grafika parliekuma punktu P.
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6.19 Vingrinajumi
1. Noteikt funkcijas lielako un mazako vértibu dotaja intervala.
2. y=x*"+8x3+16x% x€[-3;1]
3. y=x3-3x*+3x+2; x€][2; 5]
4 y==-8x—15 x€[-2; —05]

5. y=x+2\/§; x € [0; 4]

3. Veikt pilnu funkcijas pétijumu un konstruét tas grafiku.
l.y=x*-2x2-5
2.y =x3 —9x? + 24x

3.y = (x — 4)x?
Ay = 12x
RAE T
¥3 — 32
5.y =
Y=+ 1)2
P x?>—2x—-3
YT —2x + 1)
1
7.y = x3ex

8.y =In(x? — 4x + 8)

9.y = 2x — arcsinx

6.20 Pielietojumi

JUrlietas neaptver tikai kugoSanu vai ar kugosanu saistitas darbibas un navigaciju. Jrlietu
kompetencé ir noteikumi par kugosanas droSibu, darbiniekiem un uznémumiem, sakot no
kugubaves lidz tirdzniecibai, transportam un lietu organizacijai un parvaldibai. Dazada veida
realas dzives un jurniecibas problémas un jautajumus var risinat ar matematiskas analizes
aprékinu palidzibu.

Funkciju atvasinajumus var lietot ekstréema uzdevumu risinasana, lai noteiktu konkrétu funkciju
maksimalas un minimalas vertibas (pieméram, izmaksas, izturibu, €ka izmantota materiala
daudzuma efektivitati, pelnu, zaudéjumus un daudzus citus jautajumus). Atvasinajumus
pielieto arl jlrniecibas joma, risinot uzdevumus par kuga atrumu un poziciju, ka ar1 dazada
veida vielu daudzuma mainas atrumu zinamos apstak|os.
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6.20.1 Procesa mainas atrums

1. piemers

Kugis A ir 50 jdras judzes attaluma rietumu pusé no kuga B. Kugis A virzas uz austrumiem ar
atrumu 10 mezgli, bet kugis B iet uz dienvidiem ar atrumu 15 mezgli. Aprékiniet, kads bUs
attalums starp kugiem péc 3 stundam! Kads bis attaluma mainas atrums starp abiem kugiem?

Atrisinajums:

Doto situaciju paradisism sekojosaja attéla 39:

q} -
A
'. ————————————————————————————
I=0h
A
o
Euga A veiktais attilums
i=3h
1
%

Attels 39

Apskatisim situaciju péc 3 stundam. Ar y apzimésim attalumu, ko veicis kugis B, ar
x apzimésim kuga A atrasanas vietu attieciba pret kuga B izejas punktu. Ar z apzimésim
attalumu starp abiem kugiem. Piezimésim, ka lielumi x, y, z ir funkcijas, kas atkarigas no laika,
bet sakotnéjais attalums starp kugiem s = 50 judzes, ir konstants lielums.

levérojot, ka x apzimé kuga A attalumu Idz kuga B sakuma pozicijai, tad funkcijas x
atvasinajums péc argumenta t izsaka kuga A parvietoSanas atrumu. levérojot, ka attalums x
samazinas, kugim A virzoties uz prieksu, tad

dx

i —10 juras judzes stunda jeb mezgli.

Lidzigi var izteikt kuga B atrumu
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D _ 15 mezgli
— = 15 mezgli
dt 8
levérojot, ka jaatrod, ka ir mainijies attalums starp kugiem péc 3 stundam, ir jaaprékina
dz L3
—_—, a e
dt )
Pielietojot zinamo formulu cel$ — atrums — laiks s = v - t, izteiksim
x=5—v,t =50—10"-3 = 20 mezgli

y =vg-t=15-3 =45 mezgli

levérojot, ka attalumu z var izteikt ka taisnlenka trijstra hipotendzu, lietosim Pitagora
teorému un apréekinasim

z=x2+y2= V202 + 452 = 49,24 mezgli

Lai noteiktu attaluma mainas atrumu starp kugiem, atvasinasim Pitagora vienadojumu péc
argumentat

7% =x%+y?

dz? d(x* +y?)
dt dt

2zz" = 2xx' + 2yy’

,  2xx"+2yy’ 2-20-(-10)+2-45-15

> 54904 = 19,29 mezgli

Z

Péc 3 stundam attalums starp abiem kugiem mainisies ar atrumu 19,29 mezgli.

2. Piemeérs

Kugis peld saskana ar sekojoso likumu:

6 - e0,0SSt

1
=(1272,7 -1
s < n 7

— 50t> metri

Ir janosaka kuga sakuma atrums.

Atrisinajums

Ar s apziméjam attalumu, ko veicis kugis. Tas mainas atkariba no kuga peldésanas laika, tapéc
to apzimé s(t).

Kuga sakotnéjais atrums v ir kuga momentanais atrums, veicot attalumu atkariba no patéreta
laika t. Tadé| nepiecieams aprékinat cela funkcijas atvasinajumu s'(t).
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dS 7 6
=—= . Z.,0055t, _
V_E_1272’7 1+ 60055t 7 € 0,055 - 50
420
V=116 eo0sst 20

Kuga sakotnéjais atrums bija laika momenta t = 0. Tapéc

420
Vo :m—SOZ 10m/s

3. Piemeérs

Laivu ievelk piestatne ar virves palidzibu, kuras viens gals ir piestiprinats pie laivas priekSpuses,
bet otrs gals iet cauri piestatnei piestiprinatam gredzenam punkta 1 m augstak par laivas
priekSpusi. Virve tiek vilkta caur gredzenu ar atrumu 1 m/sekundé. Cik atri laiva tuvojas
piestatnei, ja laiva no pietatnes ir 8 m attaluma?

Atrisindjums:

Konstruésim ziméjumu (skat. attélu 40)>

\ | __=_____.-’j 8 metri

Attéls 40

Saskana ar doto BC = 8 metri, jo laiva atrodas 8 metru attaluma no piestatnes. Laiva par
pietatniir 1 m zemak, tapéc AB = 1. Attalums AC nav zinams, to apzimésim ar x jeb AC = x.
levérosim, ka trijstdris ABC ir taisnlenka trijstdris, tapéc attalumu AC var aprékinat péc Pitagora
teoremas

AC? = AB? + B(C?

x2=1+64=065

Virves garums sakuma momenta ir x = v 65

Attalums AC mainas ar atrumu 1 m/s. ApzZimésim AB = y un BC = z. Samazinoties attalumam
AC, ta izmainas atrumu var apzimét ar

dx_ 1
P m/s

lzmainas atrums ir negativs, jo attalums AC samazinas.
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Pitagora teorému, izsakot to ar nezinamajiem, parrakstam
x% =y 4+ 72

Lai noteiktu laivas tuvosanas atrumu piestatnei, tas ir, cik atri samazinas attalums jeb nogriezis
BC = z, ir nepiecieSams diferencét doto vienadojumu

d(x?) = d(y* + z%)

levérojot, ka izmainas ir atkarigas no laika, diferencét nepiecieSams péc argumenta t, tad
ievérosim, ka funkciju kvadrati ir saliktas funkcijas
dy dz

d(yz) + d(Zz) = ZyE + ZZE

dx_
dt

Nogrieznis AB ir konstants, tad y = 1 un ta atvasinajums ir 0. Tad

2x

) dx _5 dz
ar -
lzsakam attaluma BC mainas atrumu %
dz _ xdx V65 8,06

Atbilde. Laiva tuvojas piestatnei ar atrumu 1,011 metri sekundeé.

4. Piemers

Atmosféras spiediens P mainas atkariba no kermena iegrimes dziluma x attieciba pret Gdens
[Tmeni saskana ar likumu

P(x) = P, - e~0-12104x

Kur Py ir atmosferas spiediens uz Gdens virsmas. Ja atmosféras spiediens uz tdens virsmas ir
1013 milibari, tad cik atri tas mainas attieciba pret iegrimi 20 km dziluma?

Atrisinajums
Spiediena mainas atrumu nosaka funkcijas P(x) atvasinajums péc argumenta x. Ta
P'(x) = 1013 (e~%12104%) = 1013 - (—0,12104) - (e ~*12104%) = —122,61 - (e~%12104%)

P'(20) = —122,61 - (e~*1210420) = 10,8939 milibari/km
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5. Piemérs

Janosaka tvaika turbinas rotacijas kustibas likums tas darbibas laika. Ir zinams, ka lenkiska
atruma palielinasanas ir proporcionala laika tresajai pakapei un laika momenta t = 3 sekundes
turbinas rotora griesanas atrums irn = 810 apgriezieni minGte.

Atrisindjums
Formula, kas apraksta rotacijas kustibas likumu, ir
o=kt

Var teikt, ka lenkiskais atrums izsaka rotora pagrieziena lenki kada laika momenta. Analitiski tas
nozimé lenka funkcijas ¢ atvasinajumu péc argumenta t

do 5
w—E—Z% k-t

No $Tvienadojuma izteiksim proporcionalitates koeficientu k

w _ T n
3-t2  3-30-t2

k =

- 810

~3.30.9 "

Precizésim turbinas rotacijas kustibas likumu
p=m-t3
Izteiksim lenkisko atrumu
w=3-1-t?

Aprékinasim ari turbinas rotora paatrinajumu &

_do _ =6 t
E=_-=¢'=6m-t

6. Piemeérs

Térauda troses liekumu apraksta vienadojums f(x) = 1073(x® — 25x2), kur x apzimé troses
punktu attalumu idz dotai sijai. Aprékinat funkcijas otras kartas atvasinajumu punkta x = 3.

Atrisinajums

Konstruésim funkcijas, tas pirmas kartas atvasinajuma un tas otras kartas atvasinajuma grafikus
(skat. attélu 41).
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25

15

0.5

e

Attéls 41

Funkcijas otras kartas atvasinajums raksturo dotas funkcijas izliekumu. Tapat ari, ja aplikojam
funkcijas pirmas kartas atvasinajumu, tad otras kartas atvasinajums dotaja punkta vienads ar
tas pieskares virziena koeficientu (skat. attéla 41 punkta A novilkto pieskari).
_ -3
., _dy d(10 3%%) d(lO 25x2)

il — 1073 (5t —
Yy =95 e e 107 (5x* — 50x)

y" =1073(20x3 - 50)

Y’ =049
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6.20.2 Ekstrému uzdevumi

7. Piemérs

Aplakosim praktisku pieméru. Saimniekam ir 300 metru gars stieplu Zogs. Vins plano izveidot
putnu aploku ar vislielako laukumu. Aplokam ir jabUt taisnstlra forma.

Atrisindjums
Pienemsim, ka taisnstira malu garumi ir x un y. Tad aploka laukums ir
S=xy

Aprékinasim ari ta perimetru un parveidosim laukuma formulu

P =2x+2y
2y = 300 — 2x
y =150 —x

S = x(150 — x) = 150x — x?

Funkcija S izteicam ka vienargumenta funkciju. Lai varétu atrast lielako funkcijas vertibu,
risinasim ekstréemu uzdevumu — atvasinasim funkciju un atradisim tas kritisko punktu.

S =150 — 2x
150—-2x=0
x =175

Konstruésim funkcijas grafiku (skat. attélu 42).
Ka redzams, punkta x = 75 ir funkcijas maksimala vértiba S(75) = 5625.

Piezime. Funkcijas lielako vertibu var noteikt ari analitiski, nosakot funkcijas atvasinajuma zimi
kritiska punkta blakus intervalos.

Ja aploka vienas malas garums ir x = 75 metri, tad otras malas garums ir
y=150—-x=150—-75=75m

No ta seko, ka saimniekam ir jakonstrué kvadratveida aploks.
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5000
4000
S = 1507 — ?
3000

2000

1000

00 0 1000 2000

Attéls 42

8. Piemeérs

Septitaja pieméra minétaja gadijuma saimniekam ienaca prata, ka vin$ varétu uzbavet putnu
aploku pie vienas no kats sienam (skat. attélu 43).

Attéls 43

Vai saimniekam izdosies palielinat aploka laukumu, ja metala stiep|u Zoga garums ir tas pats —
300 metri, bet aplokam jabat taisnstarveida.

Atrisinajums

Vispirms izveidosim aploka planu (skat. attélu 44).
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Y
Attéls 44

Ta malas ir garuma x un y metri. Aprékinasim aploka triju malu perimetru
P=2x+y
y =300 — 2x
Izteiksim aploka laukumu un atvasinasim funkciju
S = xy = 300x — 2x?
S§"'=300 — 4x
Pielidzinasim atvasinajumu nullei un aprékinasim kritisko punktu x, ka ari vértibu y
300—4x =0
x=175
y=300—-2-75=150
Laukuma lielums ir
S =150-75=11250
Laukumu starpiba, izmantojot astota un dota pieméra rezultatus, ir
S, —S; = 11250 — 5625 = 5625 m?

Gudrais saimnieks var uzbtvet aploku ar divas reizes lielaku laukumu.

9. Piemeérs

No kvadratveida metala loksnes ar izméru 2 x 2 metri ir jaizgatavo konteiners. Atslédzniekam
loksnes stiros ir jaizgriez kvadrati, loksne jaloca un Suves jasametina (skat attélu 45). Cik
lieliem ir jab0t izgrieztajiem kvadratiem, lai iegltu konteineru ar vislielako tilpumu?
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]

Attéls 45

Atrisinajums

lzgriezama kvadrata laukumu apzimeésim ar x. Konteinera apaksa ari ir kvadrats, ta malas
garums ir

l=2-2x
Konteinera tilpumu aprékinasim péc formulas
V(x) =x-1?=x(2 - 2x)?

Konstruésim funkcijas V (x) grafiku, ievérojot, ka doto izméru de] 0 < x < 1 (skat. attélu 46).

A

[}

06
0.4

Viz)= (2 — 2r)’x
02
=
-02 0 0.2 04 056 0l 1
T

Attéls 46

Aprékinasim funkcijas atvasinajumu, lai noteiktu argumenta x kritisko vertibu
V'(x) = (4x3 — 8x% + 4x)" = 12x% — 16x + 4
Atrisinasim vienadojumu

12x2 —16x+4=0
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Vienadojumam ir divas saknes

x1=1;, x, ==

1 2= 3
levérojot, ka izgriezto kvadratu malai ir jabdt mazakai neka 1 metrs, seko, ka kritiskais punkts
. 1
Ir xz —_ g
Aprékinasim konteinera tilpumu
2

4 16
= —_ 2 = - —_— = — = 3
V(x) =x(2 —2x) 3 (1 3) 7 0,59m

10. Piemers

Praktiskiem noltkiem kuga atslédzniekam ir jaizgatavo sekojoSa detala. Metala plaksnes ar
izméru 10 x 10 cm centra ir jaizgriez taisnstdrveida caurums, kuram apkart ir japiemetina
stieple. Plaksnes viena kvadratcentimetra svars ir 2 grami, bet stieples viena centimetra svars
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ir 7 grami. Izgriezuma taisnstlra diagonales garumam ir jabat 5 cm. Pagatavojamajai detalai ir
jabat ar iespéjami lielako svaru.

Atrisinajums
Aplakosim detalu, kas dota attéla 47.

Attéls 47

Cauruma diagonales garums ir d = 5 cm, taisnstlra malas apzimésim ar x un y.
Izveidosim funkciju, kura apraksta ieglstamas detalas svaru.
Dotas plaksnites svarsirW; = 2-100 = 200 g
lzgriezta taisnstura svarsirW, =2-xy g
Stieples, kuru piemetinas, svarsirWs; =7-2(x +y) g
Rezultata detalas svars ir
W=Ww;,—-W,+W;
W =200 —2xy + 14(x + y)

Lai varétu atrast funkcijas lielako vértibu, izteiksim to ka vienargumenta funkciju. lzmantosim
sakaribu starp x un y. Malas kopa ar diagonali veido taisnlenka trijstari, tapéc var lietot Pitagora
teorému

d? = x? + y?
25 =x2 +y?
Veiksim algebrisku parveidojumu
x*+y?=x%4+y*+2xy—2xy =
= (x? +2xy +y?) — 2xy =
= (x+y)?—2xy =25
Tad
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2xy = (x +y)? =25
Funkcijas W izteiksmé aizvietosim 2xy
W =200—-2xy+14(x +y) =
=200 — ((x +y)? —25) + 14(x + y)
Veiksim substitdciju, lai iegdtu vienargumenta funkciju
t=x+y
W(t) = 200 — t? + 25 + 14t = —t? + 14t + 225
Atvasinasim funkciju péc argumenta t un atradisim tas ekstrémalo vértibu
Wi(t)=-2t+14=0
t=17
Detalas lielakais iesp&jamais svars ir
W(7)=—-49+98+ 225 =274¢g
Aprékinasim taisnstdra izmeéerus

{ x+y=7
x?+y? =25

lzmantosim ievietoSanas metodi, lai atrisinatu sistému
y=7—x
x? +49 — 14x + x?> = 25
2x%2 —14x+24=0
x2—7x+12=0
Péc Vjeta teorémas ir viegli noteikt saknes
x1=3; x, =4

Lidz ar to zinam, ka izgriezama taisnstdra vienas malas garums ir 3cm, bet otras malas garums
irdcm.

11. Piemérs

Priek$ kada eksperimenta ir jaizveido kanals no metaliskas loksnes ta, lai caur to plGstu
vislielakais Gdens daudzums. Plaksnes izliekuma Skérsgriezumam S(«) ir rinka segmenta forma
(skat. attélu 48), kur atbilstosais sektora lenkis ir a. Aprékinat st lenka lielumul
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Attéls 48
Atrisinajums

Lielakais Gdens daudzums caur kanalu izplUdis, ja atbilstoSajam segmentam bds vislielakais
laukums. levérosim ari, ka lenka robezas ir 0 < a < 180°.

Loksnes malas garumu apzimésim ar [, bet rinka sektora radiusu OA ar r. Apltkosim rinka
segmenta laukuma formulu

ar? 1 r? )
S(a) = —5Tsina =7(a—sma)

levérosim, ka | = ar, kur lenkis a ir izteikts radianos. Tad
S(@) 2 ( na) 1? a-—sina
a) =—(a—sina) =— - ———
2a? 2 a?

Izpétisim atbilstoSu funkciju

X — sinx

f@) ==———
Meklésim $is funkcijas ekstrémus

(1 — cosx)x? — 2x(x — sinx)
x* -

f'(x) =

(1 — cosx)x — 2(x — sinx)
x3 -

_ 2sinx — x(1 + cosx)

x3

Veiksim trigonometriskus parveidojumus

XX x
2-2sinzcos5 — x(2cos? )

fi) =

X3
Pienemot, ka x # 0, sikak izpétisim skaititaju

4,x X ) ,X
sinzcoso —x - 2c0s” 5 =

= 4cos? ; (tgg — ;)
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Stizteiksme bis vienada ar nulli tikai tad, ja coszg = (. Otras iekavas ir funkcija, kura dotajas

robezas 0 < x < m nav vienada ar nulli (skat attélu 49).

¥ i
10
]
]
v v(x) =195 — 3
4
2
U -
0 2 4 G
£
Attéls 49

- v = . - . X e .
Dotajas robezas vienadojuma cos> = 0 atrisinajums ir x = 1.

Tatad a = m. Un atbilstosais kanala Skérsgriezuma laukums, caur kuru izpladis lielakais tGdens
daudzums ir

2 l2 l2

S(a) =ﬁ(a—sina) =ﬁ(n—sinn) =

12. Piemérs

Sauskravas kugim ir nepiecieSams konteiners, kuram ir kvadratveida pamats, atvérta augsa, bet
tilpums ir 5000 kubikmetri. Kads ir $ada konteinera mazakais iesp&jamais virsmas laukums?

Atrisindjums
Apzimésim konteinera dimensijas ar x un y (skat. attélu 50).
Tad ta virsmas laukums ir

S =4xy + x?
Konteinera tilpums

V =x%y = 5000 m3
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X
Attels 50

Var parveidot virsmas laukuma formulu par vienargumenta funkciju

5000
V= 2
5000 20 000
SK)=4x-—5—+x* = + x?
x x

Aprékinasim funkcijas atvasinajumu un noteiksim kritiskos punktus

20 000
S'(x) =— = +2x=0
x3 =10000
x = 10V10

levérosim, ka konteinera pamata malas garums x > 0. Ir viens kritiskais punkts, kas skaitlu
intervalu sadala 2 dalas. Noteiksim funkcijas atvasinajuma veértibas katra intervala dalg,
izvéloties pa vienam parstavim no katra intervala.

lzvélésimies x = 1 < 103/10 tad

20 000

", +2x =-20000+2<0

S'(x0) =—

lzvélésimies x = 1000 > 10Y/10

20000 20000
X2 * = 770002

S'(x) =—- + 2000 = 2000 - 0.02 >0

Secinam, ka pa kreisi no kritiska punkta funkcija dilst, bet pa labi aug. Tad punkta x = 10310
ir funkcijas minimala vertiba. Aprékinasim konteinera augstumu

y =53V10
Aprékinasim konteinera virsmas laukumu
20 000 20 000 2
S(x) = +x2 = +(10V10)" = 3007102 ~ 1392,48 m?

x 10V10
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13. Piemers

Kanoe laivu iziréSanas firma grib aprékinat pe|nas efektivitati. Ta iziré laivu par p eiro diena, kur
cena p var but robezas 50 < p < 200 eiro. Ir noteikts, ka laivu skaits n, ko var izirét viena
diena, ir izsakams ka lineara funkcija atkariba no laivas res cenas

n(p) = 1000 — 5p.

Ja vienas laivas Tres cena neparsniedz 50 EUR, tad ir iespéjams izirét visas laivas. Ja vienas laivas
Tres cena ir ne mazaka ka 200 EUR, tad nav iespéjams izirét nevienu laivu. Ka firma var palielinat
savus ienakumus, iziréjot laivas?

Atrisinajums

Firmas iespéjamos ienakumus viena diena apzimésim ar R. To var aprékinat péc formulas
R=n-p= (1000 —5p)-p = —5p? + 1000p

Atbilstosi uzdevuma nosacijumiem, arguments p ir robezas p € [50,200].

Funkcija R(p) dotaja slégtaja intervala ir nepartraukta, tapéc var aprékinat tas lielako
iespéjamo vértibu. Aprékinasim to ar atvasinajuma palidzibu

R'(p) = —10p + 1000 =0
p =100
Funkcijas vértiba kritiskaja punkta p = 100 ir
R(100) = 50000
Funkcijas vertibas intervala galapunktos
R(50) =37 500
R(200) =0

Firma gUs vislielakos ienakumus, ja vienas kanoe laivas Tre bds p = 100 EUR.
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