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2 KOMPLEKSIE SKAITLI

KOPSAVILKUMS:

Kompleksie skaitli tiek definéti ka skaitlu sistemas paplasinajums. Vispirms tas tiek apltkots ka
trigonometriska izteiksme, kura satur iedomato - imaginaro vértibu — kvadratsakni no -1. Tiek
aplikota kompleksa skaitla geometriskas interpretacijas, kur komplekso skaitli var attélot ka
koordinatu plaknes punktu vai vektoru. Tiek skaidrots skaras starp dazadajam kompleksa skaitla
pieraksta formam. Nodala tiek aprakstitas aritmétiskas darbibas ar kompleksajiem skaitliem un
doti atbilstosi piemeéri. Nosléguma nodala doti uzdevumi patstavigajam darbam.

Meérkis :
Izprast kompleksos skaitjlus un to dazado pieraksta formu; iemacities veikt aprékinus ar
kompleksajiem skait|iem.

Prieks$zinasanas:
Studentiem japarzina aritmétiskas darbibas ar realiem skaitliem, jazina trigonometriskas
sakaribas un trigonometrisko funkciju véertibas, jalieto Pitagora teoréma.

Macibu rezultats:

1. Studentiizprot, kas ir kompleksie skaitli

2. Prot attelot kompleksos skaitlus kompleksaja plakné

3. Prot parveidot kompleksos skait|us trigonometriskaja vai eksponent forma

4. Mak izpildit aritmetiskas darbibas ar kompleksajiem skaitliem
Pielietojumi:

- signalu teorija,

- kvantu mehanik3,

- elektrisko kézu aprékinos,

- defingjot kompleksa mainiga funkcijas,

- geometrija, pieméram, lai aprékinatu fokusu koordinates tadai trijsttri ievilktai elipsei
(Steinera elipsei), kura trijstira malam pieskaras to viduspunktos,

- plismu dinamika, pieméram, lai izprastu Gdens straumes kustibas.
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KOMPLEKSIE SKAITLI

1. Kompleksa skait]a definicija

Meés protam atrisinat vienkarsus kvadratvienadojumus. Pieméram, vienadojuma
x2=5x+6=0

saknes vienkarsi var noteikt, izmantojot Vjeta teorému
X, =2; x, =3.

Sarezgitaka gadijuma var nemt talkd diskriminantu un aprékinat vienadojuma saknes,
piemeram,
2x>—13x—45=0

Saknes

13i\/132+2-4-45_13i\/529_13i23_{ 9
2:2 -4 4 =25

Tomer var gadities, ka diskriminanta aprékins nenoved pie atrisinajuma:

X1,2 =

x242x4+5=0

—2i\/4—20_—2i\/—16
2 N 2

Te diskriminants ir negativs, tapéc vienadojumam realu saknu nav.

X1,2 =

Pirmais zinamais matematikis, kurs aprekinos lietojis kvadratsakni no negativa skaitla, bija
grieku inZenieris Herons no Aleksandrijas (dzivojis mUsu éras pirmaja gadsimta). Savukart
nepiecieSamiba ieviest kompleksos skait|us radas, lai varétu atrisinat kubiskos jeb tresas kartas
vienadojumus. Pirmais, kas aprakstija kompleksos skaitlus forma a++-b bija DZerolomo
Kardano (Gerolomo Cardano) sava algebras gramata Ars Magne (izdota 1545. gada)?

1 0.Merino (2006). A Short History of Complex Numbers. (skatits 2022. janvari:
URL:ShortHistoryComplexNumbers2006.dvi)
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Par komplekso skait/i sauc algebrisku izteiksmi z = a + bi, kur a un b ir reali skaitli, bet ar i
apzimé imaginaro vienibu (iedomato skaitli) i = v—1, kur i? = —1.
Saka, ka skaitlis z ir dots algebriska forma.

Skaitli a sauc par kompleksa skait|a realo dalu un to apzimée a = Re z.
Izteiksmi bi sauc par kompleksa skaitla imaginaro dalu un to apzimé bi = Im z. Skaitlis b ir
imaginaras dalas koeficients.

Apziméjumu i = v —1 ieviesa matematikis Leonards Eilers (1707-1783).

Visu komplekso skaitlu kopu apzime ar C.

Ir zinams, ka realos skaitlus var attélot ka atbilstoSus punktus uz skait/u ass. ArT kompleksos
skaitlus var attélot geometriski. To attéloSanai izmanto taisnlenka koordinatu sistemu.
Kompleksa skaitla koeficientus izmanto ka plaknes punkta koordinates. Realas dalas koeficientu
atliek uz horizontalas ass, bet imaginaras dalas koeficientu atliek uz vertikalas ass. Tapéc tas
nosauc ,reala” ass un ,vertikala” ass. Plakni, kura attélo kompleksos skaitlus, sauc par
komplekso skaitlu plakni.

Ja dots kompleksais skaitlis z = a + bi, tad plakné atliek punktu ar koordinatem z(a, b):

Attéls 1

Divi kompleksie skaitli z; = a; + byl un z, = a, + b,i ir vienadi, ja to realas dalas koeficienti
un imaginaras dalas koeficienti ir vienadi a; = a, un b; = b,.
Par dota kompleksa skaitla z = a + bi kompleksi saistito skaitli sauc Z =a —bi. To

geometriskais attéls ir simetrisks attieciba pret realo asi. Pieméram, attéla 2 doti kompleksi
saistitie skaitliz =4 + 2iun z = 4 — 2i.
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-1

-2

Attéls 2

2. Kompleksa skait]a trigonometriska un eksponenta forma

Komplekso skaitli z = a + bi kompleksaja plakné var attélot ari savadak — ka radiusvektoru. To
raksturo vektora garums un lenkis, ko radiusvektors veido ar realas ass pozitivo virzienu (skat.

attélu 3).
[
Im

Attéls 3

Par kompleksa skaitla z = a + bi moduli sauc tam atbilsto$a radisuvektora garumu. To
pieraksta |z|; mod z vai r.

Kompleksa skaitla moduli aprékina péc Pitagora teorémas r = Va? + b2. Tas var bat jebkurs
nenegativs reals skaitlis.

Par kompleksa skaitla z = a + bi argumentusauc lenki, ko tam atbilstosais radiusvektors veido
ar realo asi. To pieraksta arg z vai .

Lenki ¢ izsaka no formulas, izmantojot sakaribas taisnlenka trijsturt:

b
tg§0=a
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Jalenki mera pretéji pulkstena raditajam, tad tas ir pozits. Ja to meéra pulkstena raditaja virziena,
tad negativs. Lenkiskas robeZas tiek pienemtas ¢ € [—m; m].
Izteiksmi
z=r1(cos@ +i-sin )
sauc par kompleksa skaitja trigonometrisko formu.

lzmantojot zinamo Eilera formulu e? = cos ¢ + i - sin ¢, komplekso skaitli var pierakstit
1sak. Kompleksa skait|a eksponenta forma ir
z=re'?

Jaievero, ka eksponentaja forma arguments noteikti ir izteikts radianos.

3. Pareja no kompleksa skait]a algebriska pieraksta uz trigonometrisko

Ir dots kompleksais skaitlis algebriskaja forma z = a + bi. Lai parveidotu So pierakstu
trigonometriskaja forma, nepiecieSams aprékinat skaitla moduli un argumentu. Moduli

aprékina péc formulas
r =+a? + b?

Ar argumenta jeb atbilsto$a lenka noteikSanu ir nedaudz sarezgitak. Kompleksajam skaitlim
atbilstosais punkts kompleksaja plakné var atrasties |, II, Il vai IV kvadranta. Ir pienemts, ka | un
Il kvadranta tiek noteikts pozitivs lenkis (Saurs pirmaja un plats otraja kvadranta), bet Il un IV
kvadranta lenkis ir negativs. Visparigaka veida lenki var noteikt péc formulas

( b
arctga,]aa >0

b
@ = arctga+n,jaa<0,b>0

b
karctga—7r,jaa<0,b <0

Protams, nevar izslégt specialgadijumus, ja kads no koeficientiem ir 0. Tad kompleksa skaitla
attélojums atrodas uz atbilstosas koordinatu ass:

1) z=a; a > 0,kompleksaja plakné (a, 0). So punktu atliek uz realas ass tas pozitivaja
dala. Lenkis ¢ = 0.

2) z=a; a < 0,kompleksaja plakné (—a,0). So punktu atliek uz redldas ass tas
negativaja dala. Lenkis ¢ = 180°.

3) z = bi; b > 0,kompleksaja plakneé (0,b). So punktu atliek uz imaginaras ass tas
pozitivaja dala. Lenkis ¢ = 90°.

4) z = bi; b < 0,kompleksaja plakné (0, —b). So punktu atliek uz imaginaras ass tas
negativaja dala. Lenkis ¢ = —90°.
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PIEMERS 1: Parveidot skaitli z = 1 ++/3i trigonometriskaja forma.
Atrisinajums:.
Nosakam koeficientus @ = 1,b = V3
Aprékinam kompleksa skaitla moduli
r= |12+ (\3)2=V1i+3=V4=2
Aprékinam lenki

a>0,tad @ = arctgg = arctg? =

wl

Kompleksa skaitla trigonometriska forma ir
2 cosy +isin3)
z=2(cos=+isin—
3 3

Konstruésim komplekso skaitli un tam atbilstoSo radiusvektoru kompleksaja plakné:

05

a360°
-0.5 0 0.5 1 1i5 2 25
Re
Attéls 4
PIEMERS 2: Parveidot skaitliz = —2 — 2i trigonometriskaja forma.
Atrisinajums.
Nosakam koeficientus a = =2, b = =2

Aprekinam kompleksa skaitla moduli

r=y(=2)2+ (=22 =V8=2V2
Aprékinam lenki

a < 0unb<0,tad
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_ b _ T _ 3m
go—arctgz—n—arctgl—n—z—n——T

Kompleksa skaitla trigonometriska forma

z=20/2 <cos (— %) + isin (—%))

Dazkart izmanto ari trigonometrisko funkciju para — nepara ipasibas, tad

2= 23 <coS (?) ~ isin <%>>

Konstruésim komplekso skaitli un tam atbilstoSo radiusvektoru kompleksaja plakné:

Im 5
,
& iF e 13}50 1 2 o
|
-
Fi
2
Attéls 5
PIEMERS 3: Parveidot skaitli z = —4 trigonometriskaja forma un eksponentaja forma.
Atrisinajums:.
Nosakam koeficientus a = —4, b =0

Ja kads no kompleksa skaitla koeficientiem a vai b ir nulle, tad visu nepiecieSamo
informaciju var nolasit kompleksaja plakné. Vispirms atliekam dotajam skaitlim
atbilstoSo punktu (-4, 0) koordinatu plakné (skat.attélu 6):

Im [}
3
2
1
(-4,0)
/"'5113(? Re
h e b T 0 1 2 3 i

Attéls 6



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students
L‘l‘h/Cf 2019-1-HR01-KA203-061000

Kompleksa skaitla modulis ir dota radiusvektora garums, tas ir, atbilstosa punkta
attalums lidz centram
r=4

Lenkis, ka redzam no attéla, ir
p=m
Kompleksa skaitla trigonometriska forma ir
z = 4(cos T + isin )

Ja zinam kompleksa skaitla moduli un argumentu, tad So skaitli var pierakstit arT eksponentaja
forma
z = 4e™

4. Darbibas ar kompleksajiem skaitliem

Komplekso skait/u saskaitisana
Divu komplekso skaitlu z; = aq + byl un z, = a, + byi summa ir komplekss skaitlis, ko
aprékina, atseviski saskaitot komplekso skait|u realas dalas un atseviski saskaitot to imaginaras
dalas
71+ 2z, = (a1 + ay) + (by + by)i
Piemeram,
z1+2,=2+3D)+1+D)=Q2+1)+B+1)i=3+4i

Geometriski komplekso skaitju summu var attélot ka vektoru summu

Im 4

Attéls 7

Komplekso skait/u atnemsana
Divu komplekso skaitlu z; = a4 + b;i un z, = a, + byi starpiba ir komplekss skaitlis, ko
aprékina, atseviski atnemot komplekso skait|u realas dalas un atseviski atnemot to imaginaras
dalas

zy — Zy = (a3 — az) + (by — by)i
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Pieméram,
zZ1—2,=(1+3D)-1-D)=0A-D+@B+1Di=4i

Komplekso skait/u reizindsana
Divus kompleksos skaitlus z; = aq + byi un z, = a, + b,i reizina algebriski, atverot iekavas
un ievérojot, ka imaginaras vienibas kvadrats ir i2 = —1.
Zl - Zz = (a1 + bll )( az + bzl) = a1a2 + albzi + azbli + blbziz =
= (a1a; — byby) + (a,b; + azby)i

Pieméram,
Z1°Z;, =(1+20)(11+3i)) =(11-6)+ (22 + 3)i =5+ 25i

levérosim! Ja komplekso skaitli reizina ar tam kompleksi saistito skaitli, tad, saskana ar
kvadratu starpibas formulu, ieglst
z-Z = (a+ bi)(a— bi) = a* + b?

Komplekso skait/u dalisana
Divus kompleksos skaitJus z; = a; + byi un z, = a, + b,i dal/a algebriski, vispirms racionalas
dalas skaititaju un saucéju pareizinot ar saucéja kompleksi saistito skaitli

Zy G +bii ay+bii a;+byi (ag + byi)(az + byi)

Z, a, + bzl - a, + bzl a; + bzl B azz + bzz
Pieméram,
zl_l+8i_1+8i 2—i_(2+8)+(16—1)i_10+15i_2+3,
z, 2410 240 2—i 441 5 l
PIEMERS 4:

Darbibas ar kompleksajiem skaitliem
D@2+ 5)+(3—9) =2+5+3-9 =
=(2+3i) + (5i-9i) = 5-4i
2)(1+3D)-(7—-2))=14+3i-7+ 2 =
=(1-7)+ Bi + 2i) = -6 + 5i
3)(1-20))(3 +4i) =3 +4i-60i —8i2 =3+ 4i-6i+8=11-2i

2—-5i (2-5)(3—i) 6—2i—15i+5i®
3+i (B+)B-i) 9 — 2 B
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6—2i—15i—5 1—17i

9+1 10
1+4i (1+4i)(5+2i) 5+2i+20i+8i?
5-2i (5-20)(5+2i)  25-—4i2
5+42i+20i—8 —3+22i
- 25+4 29

5. Darbibas ar kompleksajiem skaitliem trigonometriskaja forma

Komplekso skaitlu saskaitiSanu un atnemsSanu ir ertak izpildit, ja skait|i doti algebriska forma.
Reizinasanu un daliSanu var izpildit arT trigonometriska forma dotiem skaitliem.
Ir doti divi kompleksie skaitli trigonometriska forma

zy = 11(cos@q +isingq) un z, = 1,(cos @, + ising,)
Reizinajumu var ieglt algebriski, ka arT izmantojot trigonometrijas formulas
Z1Zy = 11(COS @, + isingq) r,(cos @, +ising,) =
= 1 15(cos @,cos@, + cos @qi sin @, + isin @,cos@, + i%sing;sing, ) =
= 111, ((cos@,cos@, — sing,sing,) + i(sing,cos@, — cosg,sing,)) =

= ryr[cos(@q + @2) + isin(e; + @,)]

Komentars. Abam iekavam te tika pielietotas trigonometrisko funkciju argumentu saskaitiSanas
teoremas
cos a - cosf — sina - sin 3 = cos(a + ) un

sina - cosf + sinf - cosa = sin(a + B)

Reizinot divus kompleksos skaitlus, modulus sareizina un argumentus saskaita

z12z; = r112[cos(@q + @3) +isin(@, + @;)]

PIEMERS 5:
Aprékinat z;z,ja z; = 4(cos30° + isin30°) un z, = 2(cos 60° + i sin 60°) .
Atrisinajums
Z1Z3 = 4(cos30° + isin30°) - 2(cos 60° + i sin 60°) =
= 4 - 2[cos(30° + 60°) + i sin(30° + 60°)] = 8(cos 90° + i sin 90°)
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Komplekso skaitlu da/juma formulu var iegit l1dziga veida?

zZ;y Tp . .
— = —[cos(@1 — @;) + isin(@; — @;)]
Z; T

Lai izpilditu komplekso skaitlu dalljumu, modulus dala, bet argumentus atnem.

PIEMERS 6: Aprékinat dalijumu 2—:, ja
z, = 10(cos 58° + isin58°) un z, = 2(cos 30° + i sin 30°)
Atrisinajums
zy  10(cos 58° +isin58°)
Z, 2(cos 30° + i sin 30°)
= 5[cos(58° — 30°) + i sin(58° — 30°)] = 5(cos 28° + i sin 28°)

Kompleksa skaitla kapinasanu naturala pakapé nvar izteikt, pamatojoties uz komplekso skait|u
reizinajuma formulu

z" = r"*[cos(¢@n) + isin(¢pn)]
Lai kapinatu, moduli kapina pakapé n (n reizes reizina pasu ar sevi), bet argumentu ¢ reizina ar
n (n reizes saskaita pasu ar sevi). So formulu sauc ari par de Muavra formulu.
PIEMERS 6: Aprékinat kompleksa skaitlaz = 2(cos 12° + i sin 12°) pakapi z!2.
Atrisinajums
z12 = 212(cos(12°-12) + isin(12°-12)) =
= 4096(cos 144° + i sin 144°)

6. Uzdevumi

IzpildTt darbibas algebriskaja forma un attélot dotos skaitlus, ka ari rezultatu kompleksaja plakné
a) 3+ 5i) + (4 +60) b) (—4+ 6i) — (=7 + 50)
¢) (0,2 — 1,1i) + (—0,8 — 1,9i) d)(12-25:) - (5-050)

IzpildTt darbibas algebriskaja pieraksta
a)(1+i)+2—-3i)— (3+40) b) (0,4 —4,2i) — (1,5 + 0,6i) + 3,3i

2 Formulas izvedums ir nodarbibas pielikuma
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)G-20)+(E-29)-(C21)  DI0G)+116)-[0,13) - 0,(2)]

Uzdevums

IzpildTt reizinasanu algebriskaja pieraksta
a) (3+ 2i)(4 —5i) b) (5 —6i)(1 - 3i) o)1=+
d) (1 —-1i)(3+4i) e)(=5i—-4)3-1i) f)(2—2i)(4i+5)

Uzdevums 4

IzpildTt reizinasanu algebriskaja pieraksta
a) (1+2vV3i)(2-3V31i) b) 2i(1 =3 i)(1++310)
c) (6—-7i)(5+5)(3—-5i0) d) 2i(7 + 10i)(2 — 4i)
e) (2-3D(-1-1)(3+4i) HG+4)(2-)(5-4)(-2+1)

Uzdevums 5

Atrast komplekso skaitlu dalijumu algebriskaja pieraksta

1 3+1 2i—-3 3-5i
a)1+i b)s—i C)1—3i d)2+3i
1++3i 1++151 V6 — i 1+2i
i Dicm 9%= Miowm

Uzdevums 6

Dotos kompleksos skait|us parveidot trigonometriskaja forma. Argumentus izteikt radianos
a)l b)3i c) =20 d) —i
e)6i f)—2 g)i h) —5i

Uzdevums

Dotos kompleksos skaitlus parveidot trigonometriskaja forma un eksponentaja forma.
Argumentus izteikt gan grados, gan radianos

a)3 + i b) =3 —i ¢)6 + 6i d) 6 — 6i
e) —6 + 8 f)27-32i g)18 + 052i h)2,7-1,32i

Uzdevums 8

IzpildTt doto komplekso skaitlu z un w reizinajumu trigonometriskaja forma
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a) z = 4(cos 70° + isin 70°) w = 2(cos40° + isin 40°)

b) z = 8(cos 80° + isin 20°) w = 4(cos 80° + isin 20°)

c) z = 14(cos 3;” + isin%n) w = 7(cos %+ isin %n)

d) z = 15(cos = + isin=") w = 5(cos (—60°) + isin(—60°))

Uzdevums 9

Izpildit doto komplekso skaitlu z unw reizinajumu, vispirms S8os skaitlus izsakot
trigonometriskaja forma

a) z = 4+ 4i; w=1-i
b) z ==2+2V3i; w=5

c)z =—/3+i; w=-2-2i
d) z =-3-3V3i;; w=-2i

Izpildtt doto komplekso skaitlu z un w dalijumu, vispirms $os skait|us izsakot trigonometriskaja
forma

a) z = —4V3+4i; w=2-2i
b) z = 5i; w = 15+ 15V3i
c) z = 2v/3 + 2i; w=—-1+i

Aprekinat kompleksa skaitla noradito pakapi trigonometriskaja forma
a)z =2V3—-2i; n=5
b) z = 6i; n=12
Q)z=—3-i; n=7
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7. Pielikums — komplekso skait|u dalijuma formulas izvedums
Doti kompleksie skaitli z;y = r(cos¢, +isingi)unz, = rp(cos@, +ising,).
Izteiksim skaitlu dalljumu un piereizinasim to ar saucéjam kompleksi saistito skaitli
zy T1i(cos@q +ising,) ri(cose; +ising,) (cose, —ising,)
Z - r,(cos @, + ising,) - 15(cos @, + isin ¢,) . (cos @, —ising,) -

T1 COS (1C0SP, — COS @i sin @, + isin ¢,cos@, — i%sing;sing,

T cos? ¢, + sin? @,
/Komentars. Saucéja ir Pitagora teorémas trigonometriska forma cos? a + sin? 3 = 1/

_ 11 (cos@;cosp; + sing;sing,) + i(sing;cosg, — cos@;sing,)
= n =

/Komentars. Skaititaja var pielietot trigonometrisko funkciju argumentu summas teorémas
cos a - cosP3 + sina - sin 3 = cos(a — ) un

sina - cosf3 — sinf3 - cosa = sin(a — )/

T
= r—l [cos(@; — @2) + isin(@; — @2)]
2

8. Interesanti

Apskatisim uzdevumu:
Sadali skaitli 10 divos saskaitamajos ta, lai to reizinajums ir 40.

Pirma doma, kas ienak prata —tas nav iespéjams!

Protams, ka realo skaitlu kopa Sadus divus saskaitamos atrast nevar.

So uzdevumu algebras gramata Ars Magna publicéjis DZzerolamo Kardano (Gerolamo Cardano).
Atrisinajums ir visai originals.

Isuma:

Sadalisim skaitli 10 divos saskaitamajos 5 un 5. Sareizinasim tos un rezultatu atnemsim no
skaitla 40, tas ir, 40 — 25 = 15. Tatad Sis skaitlis ir kada skaitla kvadrats. Ja to pieskaita un
atnem no 5, tad iegUst divus skaitlus, kuru summa ir 10. Izmantojot kvadratu starpibas formulu

(a —b)(a+ b) = a* — b?
Ir jabat, ka skaitlis b? ir negativs, tad, lai iegltu summu, aprékinam
40=254+15=25—-(-15) = (5+Vv-15)(5—-v-15)

Divi meklétie skaitli ir 5 + v—=15un 5 —+—15.
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