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3 MATRICaS un DETERMINANTI

KOPSAVILKUMS:

ST nodala iepazistina lasitaju ar matricas jédzienu. Vispirms tiek definétas daZas aritmétiskas
darbibas ar matricam, péc tam tiek definéts kvadratiskas matricas determinants, ka ar7 inversa
matrica. Tiek risinati matricu vienadojumi. Matricu metode, Gausa metode, ka arl Kramera
formulas tiek demonstrétas linearu vienadojumu sistému atrisinasana. Ka svarigs jédziens tiek
aplUkots arT matricas rangs un ta pielietoSana, lai noteiktu vienadojumu sistémas saderibu.
Nodala ir doti daudzi piemeéri ar detalizétiem paskaidrojumiem. Pielikuma doti vingrinajumi
patstavigajam darbam, ka ari tests par iegltajam zinasanam. leteicams atrisinajumu pareizibas
parbaudei lietot tadas aplikacijas ka MATLAB, Excel un Geogebra.

Meérkis :
lepazities ar matricas jédzienu; iemacities aprékinat determinantus, atrisinat linearu
vienadojumu sistému ar matricu metodi, Gausa metodi un Kramera formulam

PriekSzinasanas:
Studentiem japarzina aritmetiskas darbibas ar realiem skaitliem.

Macibu rezultats:

1. Uzzinat, k3 tiek definétas aritmeétiskas darbibas ar matricam
2. lemacitties, ka aprékina determinantus, izmantojot determinantu 1pasibas
3. Prast atrast dotas matricas inverso matricu
4. Atrisinat vienadojumu sistému ar matricu metodi
Pielietojumi:
- geometrija,

- digitalo fotografiju apstrade,

- patérétaju pieprasijuma modelésana,

- kriptografija zinojumu kodésanai un atsifrésanai,

- ekonomisko sistému analizé,

- ekonometrija regresijas modela novertésana ar mazako kvadratu metodes palidzibu,
- transportésanas un izvietosanas uzdevumos,

- celojosa komivojaZiera problémas risinasana.

S Co-funded by the
LS Erasmus+ Programme
*ak of the European Union 1



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students

L"‘h/Cf 2019-1-HR01-KA203-061000

Saturs:

3.1 Matricas

3.2 Aritmetiskas darbibas ar matricam
3.3 Kvadratiskas matricas determinants
3.4 Inversa matrica

3.5 Matricu vienadojumi

3.6 Matricas rangs

3.7 Sakariba starp matricam un vektoriem

3.7 Linearu vienadojumu sistémas
3.8 Dazi matricu pielietojumi
3.1 Matricas

Taisnstlrveida elementu tabulu, kuras elementi sakartoti m rindas un n kolonnas,
sauc par m x m matricu vai matricu ar izméru m x n . Katra matrica tiek apziméta ar lielo
burtu, un tas elementi ir ievietoti kvadratveida vai apalas iekavas. Katru matricas elementu
apzime ar atbilstoSu mazu burtu ar diviem indeksiem a;;, kur pirmais indekss i norada tas
rindas kartas numuru, kura atrodas elements, un otrais indekss j norada kolonas kartas
numuru, kura atrodas elements. Ja visi matricas elementi ir reali skaitli, tad Sadu matricu
sauksim par realu matricu. Matricas diagonale ir visi tie elementi, kuru indeksi vienadi, tie ir

11, A2, ) Apn.-

Piemers

A= [1 4 7 ] ir 2 X 3 realu skaitJu matrica, kuras elementi ir
3 -1 =5
a;; =1, a;; =4, a;3 =7,
a1 = 3, Ayp = _1, ar3 = —5.
Matricu veidi

Nulles matrica ir matrica, kuras visi elementi ir 0. Sadu matricu apzimé 0.

0 =

o O oo

0
0
0
0
2.

Dota matrica O ir nulles matrica ar izméru 4 X
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Kvadratiska matrica ir matrica ar vienadu rindu un kolonu skaitu, tas izmeérs irn x n.

1 2 3
A=]3 6 9
-1 -2 -3

Matricai A ir 3 rindas un 3 kolonas. To sauc par tresas kartas matricu.

Kvadratiskas matricas elementus a;q, @z, ..., Qpn Sauc par galveno diagonali. Elementus
A1, Ay n—1A3 n—2, ---, Any Sauc par blakus diagonali. Piemeéra skaitli 1; 6; -3 veido matricas A
galveno diagonali, bet skaitli 3, 6, -1 - blakus diagonali.

Vienibas matrica ir kvadratiska matrica, kur visi galvenas diagonales skaitli ir 1, bet visi paréjie
nulles. Vienibas matricu pienemts apzimét I,,, kur n ir matricas karta.

I4=

S O O
S O R O
(i e )
_ o O O

Te dota ir ceturtas kartas vienibas matrica.

Augséja trisstdrveida matrica ir kvadratiska matrica, kuras visi elementi zem galvenas
diagonales ir nulle.

Apakséja trisstdrveida matrica ir kvadratiska matrica, kuras visi elementi virs galvenas
diagonales ir nulle.

Jebkura vientbas matrica vienlaikus ir gan augs$éja, gan apakseja trisstlrveida matrica.

Matricas A transponétd matrica AT tiek ieglta, mainot matricas A rindas ar kolonam.
Matricas A pirma kolona ir matricas AT pirma rinda, otra matricas A4 kolona ir matricas AT otra
rinda un ta joprojam.

Matrica

1 3 -1
AT =2 6 —2]
3 9 -3

Ir sekojo$as matricas transponéta matrica
1 2 3

A=1]3 6 9 ]

-1 -2 -3
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Divas matricas A un B ir vienadas, to pieraksta A = B, ja to izméri sakrit un elementi vienadas
pozicijas ir vienadi a;; = b;; Vi € {1,2,...,n}; Vj € {1,2,..,m}.

Noteikt dotas matricas izméru un noradito matricas elementu:

[ 1
a) A=_1 5 " 0]; Aq4;
=
2
by Cc=|8]; C31;
-2
L1
Yy w e 1. _
o B=[; 5 3 tral bs;
d) D=[u Uy - Uyl; d,, (katramr € {1,2, ..., n}).
Atrisinajums:
a) Matricai 4 ir viena rinda un 4 kolonas, tapéc tas izmérs ir 1 X 4. Sadu matricu sauc par

rindas matricu. Matricas elements ir a;4 = 0.

b) Matricai C ir 4 rindas un 1 kolona, tapéc tas izmérs ir 4 x 1. Sadu matricu sauc par
kolonas matricu. Matricas elements ir c3; = —2.

c) Matricas B izmérsir 2 X 4 . Elements b,3 = 3.

d) Matricas D izmérs ir 1 X n. Ta ir rindas matrica. Elements dy, = u,.

Noteikt mainigo x, y, z un w vértibas no vienadojuma

[x+y x+z]=[g i

y+z w
Atrisinajums:
X+ xX+z
Matricas A = [ y un B = [3 4] ir vienadas, ja to elementi vienadajas pozicijas ir
y+z w 5 4
vienadi. Izmantojot $o 1pasibu, sastadam vienadojumu sistému
x+y=3
x+z=4
y+z=5
w=4

SekojoSos aprékinus veicam, kad pirmie tris vienadojumi ir saskaititi:
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2x +2y+2z2=3+4+5
2c+y+2z)=12
x+y+z=6,
No ta seko
x=6—(y+z)=6-5=1,
y=6—(x+2)=6—-4=2,
z=6—(x+y)=6-3=3.
Tapec,

3.2 Matricu aritmétika

a) Matricu saskaitiSana

Saskaitit var tikai vienada izméra matricas. Ja matricu A un B izmérs ir m X n, tad matricas
C = A+ B izmérs ariirm X n. Matricas C elementu c;; aprékina péc formulas

Cij = aij + bl]

Tas ir, saskaita abu matricu elementus vienadajas pozicijas.

a=li o =l 2

2+1 3+3 7+4 13 6 11
]:[3 2]'

C:A+B:[1+2 0+(—=1) 1+1 _1

b) Matricas reizinasana ar skaitli

Pareizinat realu skaitlu matricu ar skaitli nozime ar $o skaitli reizinat katru matricas elementu.

1 5 1 3 1 7 1 3 7
211 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1
2 2 2 2 2
Matrica ar minusa zimi nozime
-A=(-1)-4
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c) Matricu atnemsana

Atnemt var tikai tas matricas, kuram ir vienadi izméri. Ja matricam A un B ir vienads izmérs, tad
tads pats izmeérs ir ari to starpibai — matricai E':

E=A-B=A+(-B)=A+(-1)'B

(2 3 77 . 1 3 4]
A‘L 01LB—E —1 J’
o a N m_[2 3 7 1 —3 —4
E=4A B—A+(1)B—h 01][
2+ 3+(=3) 7+04q_ 2-1 3-3 7—ﬂ_
"1+ (=2) 0+1 1+(C-Df 11-2 0-(-1) 1-1f"
1 0 3
11 0
Piemérs 4

Dotas matricas A, B, C

0 1 0.25 1 -1 1
A=|[-1 0]|,B=]0 —0.5{unC 1 -1
1 -2 1 3 1 1
Aprekinat:
a)A+B b)A—C c)A+B-C d) 12B
e)2A—-C f)2A + 0.5C g) 2AT h) AT + 3CT.
Atrisinajums:
[ 0 17 [0.25 1 0+ 0.25 1+1 0.25 2
aJA+B=|-1 0[|+] O —05— —-1+0 04+ (-0.5)]= 1 —-0.5
1 =2 1 1+1 —-2+3 1

0 17 0-(-1) 1-1
b)A—C=|[-1 0 —-4 —4 \1—(1)0 (14 [ ]
| 1-1 —2-1

025 2 ~1 1.25
dA+B—C=M+B)—C=L4 —a#—lq 1=’0 05]
2 1 0

0.25 1 12-0.25 12-1 (3 12
d)12B=12] 0 —-05|=]| 12-0 12-(-0.5)]|=
1 3 12-1 12-3
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0 2 -1 1 1 1
e)2A-C=|-2 0[|—|-1 -1|=(-1 1
2 —4 1 1 1 -5

0 2
f)2A+ 0.5C = [—2 0 — —0. 5] ’ —0. 5]
2 —4 -3.5

g)ZATzz[(; _01 —12]2[2 _02 —24]

—4 4]

h)AT+3CT=[(1) _01 —12]+3[_11 —1 1] [4 -3 1F

d) Matricu reizinasana

Matricu reizinajumu F = A - B var izpildit tikai tad, ja matricas B rindu skaits sakrit ar matricas
A kolonu skaitu. Ja matricas A izmérs ir m X n un matricas B izmérs ir n X k, tad matricas
F =A-Bizmérsir m X k un tas katru elementu aprékina péc formulas

n
fijzzaikbkj
k=1
5 2
_ 2 1 47,
A=]|7 1 B = [ _2 s o
1
fi1 f12 fiz  fia 14 11 20
F=A-B=|fa1 fa2 f23z faa|=|12 23 28].
f31 fz2 f33 faa -8 13 —19 4

2

le = Z alkbkz = allblz + alzbzz = 5 : 3 + 2 : (_2) = 11’

k;l
faz = z Azbrs = Az1b13 + agobyz3 =7 -1+ (=1) -4 =3,
k=1
2
fz1 = z A3brr = az1b1y + aggby;y =1-2+(=5)-2=-8,
k=1
1
3 4 5]-|2|=[3-14+4-2+5-(=3)] = [—4];
-3
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Aprékinat matricu F = A - B, ja
a) A=[3 =2lunB=1[2 1]

-1 2 0
_ 12 -1 0

b) A=[-1 1 2 3]JunB= 0 £ o

-1 8 1

1 0 1 1 -1 4
d) A=|2 -2 1 |unB=|1 1 0}
0o 0 -1 0 4 1
Atrisinajums
a) Matrica F nav definéta tapéc, ka matricas B rindu skaits nesakrit ar matricas 4 rindu
skaitu. Matricai B ir viena rinda, bet matricai 4 ir divas kolonas.
b) F =[fi1 fiz fiz], tasir, F ir matrica arizméru 1 X 3, jo matricas 4 izmérsir 1 X 4,
bet matricas B izmérs irs 4 X 3.
4
fir = Z aybik = ay11b11 + a12bz1 + ay3b31 + a14bay
k=1
=—-1-(-1D)+1-24+2-04+3-(-1) =0,
4
fiz = z A1xbkz = A11b12 + A12b25 + Aq13b3; + Ag4by;
k=1
=-1-24+1-(-1)+2-54+3-8=231,
4
fiz = z A1xbys = A11b13 + A12b23 + A13D33 + A14by3
k=1

=-1-04+41-04+2-24+3-1=7.
TapecF=[0 31 7]

_ fll f12 f13
F=1f F fis

bet matricas B izmérs ir 3 X 3.

c) ],tas ir, F matricas izmérs ir 2 X 3, jo matricas A izmérsir 2 X 3,

3

fun = zalkbkl = A11b13 + A12bp1 + Q133 =1-0+0-1+1-4=4,
k=1
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3

flz - Zalkbkz = allblz +a12b22 +a13b32 = 1 . 1 +O' O+ 1 '8 = 9,

k=1
3

f13 = Z alkbk3 = a11b13 + a12b23 + a13b33 = 1 . (_1) + O . 1 + 1 . O = _1,

k=1
3

f21 = Z azkbkl = a21b11 + a22b21 + a23b31 =-1-0 + 1-1 + 2-4= 9,

k=1
3

f22 - Z azkbkz = a21b12 + azzbzz + a23b32 = _1 . 1 + 1 . 0 + 2 . 8 = 15,

k=1
3

f23 = Z azkbk3 = a21b13 + a22b23 + a23b33 = (_1) . (_1) + 1 . 1 + 2 . 0 = 2

k=1
. 4 9 -1
Tapéc, F = [9 15 2 ]
fll f12 f13
d) Mekleta matricair F = |fo1  fo2  fo3| tapéc, ka abam matricam A un B izmérs ir 3 X 3.
f31 fa2 fas

3

fiz = Z A1kbyz = ay1b1p + ag3byy +ag3b3; =1-(-1)+0-1+1-4=3,

k=1
3

f23 = Z Akbrs = Az1b13 + azzby3 + Ap3b33 =24+ (=2)-0+1-1=09,

k=1
3

f31 = Z A3xbgr = Az1b11 + Azpbp1 +a33b3; =0-1+0-1+(=1)-0=0.
k=1

Lidzigi nosaka arT paréjos matricas elementus. leglstam

1 3 5
F=l0 0 9
0 —4 -1
Svarigakas matricu reizindjuma Tpasibas:
a) Matricu reizinajums ir asociativs, tas ir, (A-B)-C = A - (B - C), ja visi reizinajumi ir
definéti.
b) Matricu reizinajums visbieZak nav komutativs. Tas nozimé, ka reizinajums A - B nav

vienads ar B - A. Reizinajums var bt arT komutativs, ja abas matricas ir kvadratiskas ar vienadu
rindu skaitu. Ka vienkarsu pieméru var minét trivialu gadijumu, kur abas matricas satur visus
vienadus elementus, pieméram,

4 4 4
A=B=4 4 4
4 4 4
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Varam aplikot iepreikséjo - te nav iespéjams apréekinat reizinajumu B - A. Arl
ir apltkoti abi reizinajumi, bet tie nav savstarpéji komutativi, jo reizinot tiek iegltas
dazada izméra matricas.

Matricu polinoms
Matrica A ir n-tas kartas realu skaitlu matrica un m-tas kartas polinoms ir
P,(x) = ag+ a;x + ayx? + -+ + a,x™, kur x, ag, a, ..., ay € R.
Tad B, (A) definé sekojosa veida:
P,(A) =ay-A°+a,-A'+a, -A*+ -+ a,, - A™

kur

A =1,
A = 4,
A =44,

a)
L =A A=A A,

a)
A" = A" A=4- A",

Jaatzimé, ka B, (A) ari ir kvadratiska matrica un tai ir tada pati karta, ka matricai A.

Dota matrica 4 = [(1) :ﬂ un polinoms P3(x) = 3x3 + 2x2 + 2x + 3. Noteikt P;(A).
Atrisinajums:
P,(A) = 343 + 24% + 24 + 31,
w=aa=[] J10 SI=0
w=wa=00 ol Sl=0o

p =3y G123 ol 2y T+l dl=
=0 &I+ % o+l Zl+le sl=lo al=4lp 1l=+:
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1 -1 -1
Doti polinoms P3(x) = x3 —x? — 2x unmatrica=|-1 1 0
0 1 0
1 -1 1
Pieradiet identitati: P;(A) = 1 1}
-1 -1 1
Atrisinajums:
Py(A) = A% — A% — 24
1 -1 -1 —1 —1 —3 —1
A>=A-A= —1 1 0
—3 —1 —1 —1 —6 —2
A3 — AZ A=
—6 —2 —3 —1 —1 —1 —1 1
P3(4) = |- —2 o 1 1
-1 -1 1

3.3 Kvadratiskas matricas determinants

a1 Q12 - Qin

az1 QA -+ dpp

Matrica A = ir n-tas kartas realu skaitlu matrica.

Apy Qpz = Qpp

Matricas A determinantsir skaitlis, ko pieraksta

aj; Q12 0 Qin
. |421 Q2 - dpp
detA vai . : . : |
An1 Qpz ° Qpn
JaA = [a11], tad det A = aqq.
a1 Qg a1 Qi
JaA=[ ]taddetA— |=a a,, — Ay 10Qq5.
ay, ay, ay, dy 1122 21A12

Tresas kartas determinants

Par matricas A tresas kartas determinantu sauc skaitli, ko aprékina sekojosa veida:
air Q12 Qg3
21 Q22 A3
az1 4azz d4zs

detA =

= Q110322033 T Q12023031 T 021032013 — A13022031 — A12021033 — 011023032

Par matricas A elementa a;; minoru sauc determinantu, ko iegust, izsvitrojot matricas A i — to
rindu un j — to kolonu. So skaitli (determinantu) apzimé M;;.
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Matricas 4 = B _4] minori ir

Mll S _4,M12 S 2,M21 = 1,M22 :3

3 1 2
Matricas A = |5 7 0] daZi minoriir
4 6 8
17 0] _ 15 0] _ 15 7| _ 11 21
M11—|6 8—56,M12—|4 8|—40,M13—|4 6|_2,1\/121_|6 o = —4

Par matricas A elementa a;; algebrisko papildinajumujeb adjunktusauc skaitli, ko aprékina péc
sekojosas formulas:

A; = (D" My

31 2
MatricasA = |5 7 0] dazi algebriskie papildinajumi ir
4 6 8

A1 =My =56,A1, = =My, =—40,A13 =M3=2,4;; = —My; =4

Determinanta Laplasa izvirzijums

Sekojosas formula lieto determinanta Laplasa izvirziiumam péc rindas vai kolonas, ja
determinanta A = [aij] kartair n > 2:

Laplasa izvirzijums péc i-tas rindas

n
detA = Z AirAik
k=1
Laplasa izvirzijums péc j-tas kolonas
n
detA = Z Ay jAyj
k=1

lzvirzit determinantu det 4:
a) péc pirmas rindas,

b) péc otras kolonas,
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3 1 2
j@ad=1|5 7 0]
4 6 8
Atrisingjums: n = 3
a)
3
detA = alkAlk = a11A11 + a12A12 + a13A13 = 3 . 56 + 1 . (_4’0) + 2 . 2 = 132
k=1
b)
3
detA = ApoAkz = Q12412 + Ax045; + a3p43, =
k=1
5 0 3 2 3 2
— 1. (_1)1+2 L (—1)2+2 L (_1)3+2 _
G Vel i AT Vil i B RN G Dbl il
=—40+ 112+ 60 = 132
Determinantu Tpasibas:
Dotas kvadratiskas matricas A un B.
1) Ja matricas A rinda (vai kolona) satur tikai visas nulles, tad det4 = 0.
2) Ja matrica A satur divas proporcionalas rindas (vai kolonas), tad det 4 = 0.
3) Ja matricas A4 rinda (kolona) ir paréjo rindu (kolonu) linedra kombinacija, tad det A = 0.
4) VienTbas matricas determinants ir 1.
5) Ja matrica A ir trisstdrveida, tad tas determinanta vértibu var aprékinat, sareizinot visus
galvenas diagonales elementus.
6) Matricas A vértiba nemainas, ja kadu tas rindu (kolonu) pareizina ar skaitli un pieskaita
citai rindai (kolonai).
7) Ja samaina vietam matricas A divas rindas (kolonas), tad determinanta detA zime
mainas uz pretéjo.
8) Ja matricas rindas (kolonas) visi elementi satur vienu un to pasu reizinataju, tad to var

iznest pirms determinanta zimes. Pieméram,

ai; Q12 0433
az1 Gz QAzz|.
31 Qdzz 0az3

Aa;; Aag, Aaqgs

detd = arq azo ar3 | = A

as, as; ass

9) detd = detA”.
10) det(A-B) =detA-detB.
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5 4 5 4
I . : . o .11 2 1 4
Apréekinat det A vértibu, izmantojot determinanta 1pasibas, ja A = 5 3 ¢ 4l
0 2 1 1
Atrisinajums:
Pirma metode (Laplasa izvirzijums péc pirmas kolonas):
5 4 5 4/Ri—5R, |0 -6 0 -16
1 2 1 4 1 2 1 4
¢ 2 3 5 4/R,—2R, [0 -1 3 -4
0 2 1 1 0 2 1 1
4 -6 0 -—-16
=Zak1Ak1 :a21A21 =-1- -1 3 —4 R2—3R3 =
k=1 2 1 1
-6 0 -—16
=—|-7 0 7)== |=71° |-
2 1 1

=7(6—16) = —70

Otra metode (determinanta izvirzijums péc 4-tas rindas); uzdevuma tiek izpildita kolonu
atnemsana:

5 4 5 4 5 6 0 —1
1 2 1 4 1 0 1 3
det A = 2 3 5 4 = =
2 =7 5 -1
0 2 1 1 00 1 0
K2_2K3,' K4_K3
1 0 3
:za4kA4k:a43A43 =-1- 2 7 1|~
k=1 K; — 3K;
5 -6 -16 3
-6 -—16
=—11 0 0 =_Za2kA2k=_a21A21=_(_1)'|_7 _7|=—70
2 =7 =7 k=1

3.4 Inversa matrica

Dota n-tas kartas kvadratiska matrica A.
Matricu A sauc par nesingularu jeb regularu, ja det A # 0. Matrica A ir singulara, jadetA = 0.
Inversa matrica eksisté tikai nesingularai matricai.
Par matricas A /nverso matricu sauc matricu B, ja
A-B=B-A=1,
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kur I, ir n-tas kartas vienibas matrica. ArT matrica B ir n-tas kartas nesingulara matrica, ko

apzimé A~ 1.

Inversas matricas aprékinasana, izmantojot determinantus

Regularas n-tas kartas matricas 4 inverso matricu A~1 aprékina péc formulas:

Anl
AnZ

A11 A21

-1 _ i A12 AZZ
~ detd] :

Aln AZn

Ann

kur 4;; ir matricas elementa a;; algebriskais papildinajums.

Parasti $o formulu lieto neliela izméra matricam (n = 2 and n = 3), jo, lai noteiktu matricu
A~ ir nepiecie$ams aprékinat (n — 1)-kartas determinantus skaita n?.

Aprékinat matricas A = [1 2] inverso matricu.
3 4
Atrisingjums: n = 2

-1 _— 1 Apy A21]_ 1
detA 1412 Ay

2 1 1
Aprékinat matricasA =0 -1 1 ] inverso matricu.
0 0 -1
Atrisingjums: n = 3
1 All A21
Alt=——]A A
det 4 1512 Azz
13 23

deta=2[ " 1|=2

1
0.5

I EPECECI o SR B R
A= (-1 10 1_1|—1 1=1

— (— 2+1 , = —1.(— =
A= (D] D |=-1-(-D=1
A31=(_1)3+1, _11 1 =1.(1+1)=2

0 1

1‘112=(—1)1+2'g _11 =—-1-0=0

— (_ 242 o (— = —
Apy = (2|0 T |=1-(=2) = 2

(_1)1+1 .4 (_1)2+1 .2
T 1-4-3-2[(-D*2.3 (-1)?*?.1

1 _ _
:__2[—43 12]:[1.2 -

]
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Asp = (1)%*2. (2)
0

— (—_1)1+3.
Az = (=1 g

— (—1)2+3.
Az = (=1) 0

— (—1)3+3.
Agy = (~1)** |0

3.5 Matricu vienadojumi

1_—l e —
1|_ 1.2=-2
_1_ .
0|_1 0=0
1 . o
01_ 1.0=
==
2 1 1 1
Sl=lz 2
I B G T
0 0 -1

Matricu vienadojumi ir tadi vienadojumi, kur nezinamais vai vairaki nezinamie ir matricas. Lai
atrisinatu $adu vienadojumu, ir jaatrod visas matricas, kas apmierina vienadojumu.

Ka atrisinat vienadojumus

AX =B and YA = B,
kur ir dotas matricas A un B, bet matricas X un Y nav zinamas?

Pienemsim, ka A ir regulara n-tas kartas matrica.
Tad inversa matrica A eksisté, un, reizinot pirmo vienadojumu ar A~1 no kreisas puses,

iegustam

A" /AX =B
A" (4X)=4"'B
(A’lA)X:A’lB

I X=A"'B
X=4"B.

Otro vienadojumu reizindm ar A~* no labas puses

AL Co-funded by the
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YA=B/ A"
(YA)A™' =BA™
Y(44")=B4"
YI =BA™
Y=B4".

Atzimeésim, ka vispariga gadijuma matricas X unY nav vienadas, jo matricu reizinajums
vispariga gadijuma var neblt komutativs.

Atrisinat vienadojumu AX — B = A?X —I,,ja A = [é 4] nB = [—186 :%(1)2]
Atrisinajums:

AX-B=A’X -1,

AX-A’X =B-1,
(4-4*)"-/(4-#)X =B~1,
LX=(4-4) (B-1,)

X=(4-4*)" (B-1,)

Vienadojums spéka, ja A — A? ir regulara matrica.

2 _ 10 2y —
A= 5l 4= [12 —18]:’det(‘4 A7) =120
— —100 2y-1 — —18 8
[—186 —216] (A A%)” 12 —6] )
_ N-1(p _ —1001_ 1 60 721 _[5 6
=U-ANT(B-h) =3 12 —6”—186 —216] 12184 96] 7 8]
Atrisinat vienadojumu AX 1B+ C = AX7 1, ja
2 1 1 1 1 2 0 1 2
A=|0 0 —-1|,B=]1 0 2|luncC=1|2 1 0]
0 1 -1 2 0 1 0 0 1
Atrisinajums:
Var pieradit, ka regularam matricam A un B ir spéka:
(AB)"1 =B71471
ja abi reizinajumi AB and B~1A™1 eksisté.
. Co-funded by the
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A /AX B+ C=aX"
(4'4)x 'B+4'C= (A’IA)X"
X-/X'B+A'C=X"
(xx )B + X(A’IC) = XX

B+X(4'C)=1,
x(4'c)=1,-8/-(4'c)"
X =(1,-B)(4"C) " =(1,-B)C'4

Vienadojums pareizs, ja X ir regulara matrica

0 -1 -2 1 -1 -2
IL—B=|-1 1 —2 C‘1=_—2—2 0 4
-2 0 0 0 =2
[ 0 1 —1 —2 2 1 1
X=(U;—-B)C'A=]|-1 0 0 —-1|=
[—2 0 1 -1
1[4 2 — —1
=-3|-6 7 —14 —35
-4 2

Vienadojumu AX + XB = C nevar atrisinat, lietojot inverso matricu. Nezinama matrica X ir
matricas A reizinatajs no labas puses un matricas B reizinatajs no kreisas puses. Ta ka matricu
reizinajums var nebit komutativs, matricu X nevar iznest pirms iekavam ka kopigo reizinataju:

AX + XB # AX + BX = (A + B)X,
AX + XB + XA+ XB = X(A + B).

Nav grati ieverot, ka vienadojumam AX + XB = C ir jéga tikai tad, ja visas vienadojuma
ieklautas matricas ir kvadratiskas. Tad Matricas X izmérs ir vienads ar matricas A izmeéru.

K3 atrisinat Sadu vienadojumu, ir paradits nakamaja piemera.

Atrisinat vienadojumu -1

]X+X[5 7]=[16 211"

5 2
Atrisinajums:
X11

X ir otras kartas matrica, tasir, X = [ ] Matricas X nezinamie ir ieklauti vienadojuma:

4 X11  X12 x11 X12111 1
-3 2] [x21 xzz] [x21 xzz] [5 ] [16 21]
4x11 + Xpq 4x15 + Xyp ] + [xn + 5x;, 3x41+ 7x12] _ —4 —1]
Co-funded by the
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lel + 5x12 + x21 3x11 + 11x12 + xzz ] _ —4 —1]
_3x11 + 3x21 + 5x22 _3x12 + 3x21 + 9x22 B 16 21 )

Divas vienada izméra matricas ir vienadas tad un tikai tad, ja visi to elementi, kas atrodas
matricu vienadajas pozicijas, ir vienadi. Ta més iegstam vienadojumu sistému

5x11 + 5x12 + x21 S _4’

3x11 + 11x12 + xzz S _1
_3x11 + 3x21 + 5x22 S 16 )
_3x12 + 3x21 + 9x22 S 21

So sistému var atrisinat vienkarsi.

No pirma vienadojuma: Xy1 = —4 — 5x11 — 5x15.

No otra vienadojuma: x5, = —1 — 3x17 — 11x4,.

levietojot ieprieksejas izteiksmes tresaja un ceturtaja vienadojuma, ieglstam:

_3x11 + 3(_4‘ - 5x11 - lez) + 5(_1 - 3x11 - 11x12) =16
_3x12 + 3(_4 - 5x11 - lez) + 9(_1 - 3x11 - 11x12) S 21

_33x11 - 7OX12 = 33
—42x,, — 117x, 42

}:>x11:_1,x12:0

x21:_4_5x11_5x12:_4’_5'(_1)_5'021
1-3x, —1lx, =—1-3-(=1)—11-0 = 2.

X22

g] ir dota vienadojuma vienigais atrisinajums.

Lidzigi var atrisinat arl tadus vienadojumus AX = B un YA = B, kur nezinamie ir X un Y, arl
tad, ja matrica A nav ne kvadratiska, ne regulara.

Tatad matrica X = [_11

3.6 Matricas rangs

Viens no terminiem, iepazistoties ar kvadratisku matricu determinantiem, bija matricas
elementam a;; atbilstoSais minors M;;.

Par matricas A rangu sauc skaitli 7(A), ja matrica satur vismaz vienu r-tas kartas no nulles
atskirigu minoru, bet visi tas r + 1 — kartas minori ir vienadi ar nulli.

Neliela izméra matricam rangu var noteikt, aprékinot matricas minorus.

R Co-funded by the
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2 1 0 -1

T . ) | 2 3 1 4
Aprékinat matricas A rangu, ja A = 0 3 1 -1
-4 -2 0 2

Atrisinajums:

lzveidosim lielako iespéjamo matricas minoru. Tas ir dotas matricas determinants

2 1 0 -1
|2 3 1 4 _

detd = 0 3 1 -1 =

-4 -2 0 2I1+2R,

21 0 -1

2 3 1 4 —0

0 3 1 -1

0 00 O

Ja determinanta kada rinda satur visas nulles, tad ta vértiba ir nulle. Tapéc matricas A rangs ir
mazaks par 4. Ja kads no matricas A tresas kartas minoriem atSkiras no nulles, tad matricas
rangs ir 3. AplGkosim kadu tresas kartas minoru

2 1 0 2 1 0
2 3 1{-Ry=10 2 1|=4-6=-2+#0
0 3 1 0 3 1

Esam atradusi tresas kartas minoru, kura vértiba nav nulle. Tapéc matricas A rangs r(4) ir 3.

Matricas rangu var aprékinat ari universalaka veida, izmantojot Gausa metodi. Te galvena ideja
ir parveidot doto matricu trisstlrveida matrica (vai ari diagonalmatrica, kur tikai uz galvenas
diagonales ir visi vienigie no nulles atskirigie skaitli). Parveidotaja matrica lielakais minors, kas
nav nulle, saturés galveno diagonali ar visiem no nulles atSkirigiem skaitliem. Saskana ar
definiciju, matricas A rangs ir ST minora karta.

Gausa metodi realize, izpildot matricas A elementaros parveidojumus. Ta ieglst ekvivalentu
matricu B. Matricu ekvivalenci apzimeé A~B. Ekvivalentam matricam ir vienads rangs.

Veicot elementaros parveidojumus matrica 4, drikst:

- Maintt vietam divas rindas vai divas kolonas;

- Pareizinat rindu (kolonu) ar skaitli;

- Pareizinat rindu (kolonu) ar skaitli un pieskaitit citai rindai (kolonai);
- lzsvitrot rindu (kolonu), kas satur visas nulles;

- lzsvitrot vienu no divam rindam (kolonam), ja tas ir proporcionalas.

Iss Gausa metodes apraksts:

- Parbauda, vai matricas elements a;; # 0. Ja tas ir nulle, tad samaina vietam rindas
vai kolonas, lai a;; # 0.

R Co-funded by the
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P

irmo rindu, pareizinatu ar atbilstoSu koeficientu, atnem no visam paréjam rindam

ta, lai pirmaja kolona batu visas nulles, iznemot a;; # 0.

- P

arbauda, vai a,, # 0.Ja a,, = 0 un visi skait]i $aja kolona zem galvenas diagonales

ir O, tad pariet pie tresas rindas. Ja nosacijums nav izpildits, rindu samaina vai nu ar

C

itu zemakstavoso rindu, vai art kolonu, kas atrodas no otras kolonas pa labi.

- Otro rindu, pareizinatu ar atbilstoSu koeficientu, atnem no visam rindam, kas
atrodas zem galvenas diagonales ta, lai otraja kolona batu visas nulles zem galvenas

d
- T
d

iagonales.
3 turpina, idz ieglst dotajai matricai ekvivalentu matricu, kur zem galvenas
iagonales ir visas nulles (trisstlrveida vai trapecveida matricu).

o 1 2 7
Noteikt matricas A rangu,jad=|-1 0 3 2|.
2 3 0 17
Atrisinajums:
0 1 2 71R, -1 0 3 2 -1 0 3 2
A=|-1 0 3 2|Ry~|0 1 2 7 ~10 1 2 7
2 3 0 17 2 3 0 171R3+ 2R 0 3 6 211R;—3R,

7

-1 0 3 2]
~10 1 2 7|=r(4)=2

0 0 O

Darbibu apraksts:

Noteikt rang

Vispirms samaina vietam pirmo un otro rindu,

TreSajai rindai pieskaita pirmo rindu, pareizinatu ar 2, ta iegtstot pirmaja kolona
visas nulles, iznemot skaitli pirmaja rinda,

No tresas rindas atnem otro rindu, pareizinatu ar 3, ta ieglstot trisstlrveida
matricu, kur zem galvenas diagonales ir visas nulles,

Uz galvenas diagonales ir divi nenulles skaitli, tapéc matricas rangs ir 2.

Atrisinajums:

9 20 6
umatricaid =110 9 —5].
8 31 17
9 20 61 1Ri—R; 1 -11 -11
A=|10 9 -5 ~’10 9 —5 R, — 10R;~
8 31 17 8 31 17 1 R; — 8R;

* *
* *
* *
* *

* 4 *

Co-funded by the
Erasmus+ Programme
of the European Union 21



ARE Innovative Approach in Mathematical Education for Maritime Students

L"‘h/Cf 2019-1-HR01-KA203-061000

0 119 105
0 119 105
leglstam - matricas rangs irr(4) = 2.

Noteikt matricas A =

0 119 105

r —11 -11 \
R,—R, lo o o

1 -11 —11]

1 1 1
1 m 1 ] rangu, kas atkarigs no parametra m.
1 m? m?

Atrisinajums:
1 1 1 1 1 1
A=|1 m 1 RZ—R1~ 0 m-—1 0 R3~
1 m? m?lR;—R; 10 m?—-1 m?-11R,
1 1 1
2 2 1 1 1
0 m—-—1 m°—-1 2 2
~lo m-1 0o I~ 0 m—-1 m*—-1
0 0 m-—1

K3 K;

Vispariga gadijuma matricas rangs ir r(A) = 3. Tomer, ievérojot, ka gadijumos m = 1 un

m = —1 uz galvenas diagonales var bat ari viena vai divas nulles, matricas rangs bls mazaks.
1 1 1
Jam =1, tad matrica A~|0 0 O|untarangsirr(4) =1
0 0 O
1 1 1
Jam = —1, tad matrica A~|0 0 0 |[untarangsirr(4) =2
0 0 -2

levérojot iespéjamas skaitla m veértibas, ieglstam

m=1=r(4) =1,
m=-1=r(4) =2,
mée&{—-1,1}=>r(4) = 3.

Pie kada parametra t matricas rangs ir 3?

t 1 1 1
1 ¢t 1 1
A= 1 1 t 1
1 1 1 ¢t
Atrisinajums:
t 1 1 11Rs 1 1 1 ¢ 1 1 1 t
a=]1 t 1 1‘ ~I1 t 1 1|R,—Ry |0 t—1 0 1-—t¢ 5
1 1 t 1 1 1 t 1|R3—R; |0 0 t—1 1-—-t
1 1 1 tlR; It 1 1 1lJR,—tR; 10 1—t 1—t 1—t?lR,+R,

R Co-funded by the
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1 1 1 t 1 1 1 t
I I 1—t Jot=1 o0 1—t
0 0 t—1 11—t 0 0 t—1 11—t
0 0 1—-t 2—-t—t?’lR,+R; IO 0 0 3—2t—t?

Aplakosim gadijumus
Jat =1, tad uz galvenas diagonales bls 3 nulles:

S O O
S O O
S O O
oS O O

Sadas matricas rangs ir 1;

Matricas rangs varétu bit 3, ja 3 — 2t — t? = 0. Atrisinot %o vienadojumu, ieglistam 2 saknes
x1 =1 un x, = —3. Tad matrica ir

1 1 1 -3
0 -4 O 4
0O 0 —4 4
0 O 0 0

Tatad, jat = —3, tad dotas matricas rangs ir r(4) = 3.

Parbaude:. Lielakais minors, ko var izveidot no pédéjas matricas ir ar kartu 4. Ta vértiba ir

aprékinama, ka diagonales visu skait|u reizinajums, kas dod rezultatu O
1-(=4)-(-=4)-0=0)

Tresas kartas minoru var sastadit, izsvitrojot dotas matricas ceturto kolonu un ceturto rindu:

1 1 1
0 -4 0|=1-(-4)-(-4)=16%0
0 0 -4

Tatad matricas rangs ir tads pats ka $i minora karta: r(4) = 3

1 -2 3 -1 -1 =2
2 -1 1 0o -2 -2
Aprékinat matricasA=|—-2 -5 8 —4 3 —1]|rangu.
6 o -1 2 -7 -5
-1 -1 1 -1 2 1
Atrisinajums:
1 -2 3 -1 -1 =2
2 -1 1 0 -2 =-2|R;—2R,
A=|-2 -5 8 -4 3 —1|R3+2R~
6 0O -1 2 -7 —=5{R,—6R,
-1 -1 1 -1 2 11 Rs+ Ry
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1 =2 3 -1 -1 =2
0 3 -5 2 0 2
~lo0 =9 14 -6 1 —5|R;+3R,~
0 12 —-19 8 -1 7 |R,—4R,
0 -3 4 -2 1 -1R+R,
1 =2 3 -1 -1 =2 1 =2 3 -1 -1 =2
0 3 -5 2 0 2 0 3 -5 2 0 2
~fo 0 -1 0 1 1 ~fo 0 -1 0 1 1
0 0 1 0 -1 —-1|R,+R; 0 0 0 0 0 o
o0 0 -1 0 1 14drRe=R; o 0 0o 0o o0 o

Tad matricas rangs ir 7(4) = 3.

Piezime: Parbaudi var veikt ar kadas datorprogrammas palidzibu, pieméram, MS Excel, vai
interneta brivas pieejas kalkulatoriem (Quickmath Solver; Matrix Calculator, un citam)

3.7 Sakariba starp matricam un vektoriem

Aplakojot daudzdimensionalus vektorus, tos var uzdot art matricu forma.
Kolonas matricu var saukt ari par kolonas vektoru (vai vienkarsi vektoru).
Rindas matricu var saukt par rindas vektoru.

o

ir 3-dimensiju vektors, kura komponentes ir 1,4 un 7.

Vektors C ir nulles vektors, ja visas tas komponentes ir nulle..

Lidzigi tiek definéts nulles vektors, kas pierakstits ka rindas matrica.

Nulles vektoru (rindas vai kolonas) apzimé ar O.

Nenulles rindas (kolonas ) vektors ir rindas (kolonas) vektors, kuram vismaz viena komponente
atskiras no nulles.

1 2
Matricu A = |3 4] var pierakstit forma
5 6

A= [Cl Cz],
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1 2
kur Cy = ’3] un Cy = ’4] ir kolonas vektori.
5 6

Matricu A var pierakstit art forma

R,
R,
R3

Kur Ry =[1 2],R,=1[3 4]JunR; =[5 6]irrindas vektori.

A=

)

Vienadas dimensijas Cy, Cs, ..., C,, vektoru lineara kombinacija ir tadas pasas dimensijas vektors,
ko aprékina péc formulas

C = a1C1 + a2C2 + -4+ OlnCn »
kur aq, @y, ..., ay ir reali skaitli.

Atzimésim, kanoa; = a, =+ =a, = 0sekoC = 0.

Savukart, ja C = 0, no ta nevar secinat, ka
a;=a, =-=a, =0.

Aplukosim vektoru kopas linedras neatkaribas jédzienu. Vektoru kopa {Cy, Cs, ..., Cp} ir lineari
neatkariga tikai tad, ja vienadojumam

C=a,C +a,C,++a,C,
eksiste tikai trivialais atrisinajums, tas ir,
a,=a, =-=a,=0.

Vektoru kopa ir /ineari atkariga pretéja gadijuma.

Minésim sekojosas Tpasibas:

1. Divi vektori ir lineari atkarigi, ja tie ir kolineari, tas ir, to koordinates ir pa pariem
proporcionalas. Pieméram, A=[1121]un B = [2 2 4 2] ir lineari atkarigu vektoru
kopa, jo B = 2A.

2. Vektoru kopa, kas satur nulles vektoru, ir lineari atkariga.

3. Lineari atkarigas vektoru kopas jebkura apakskopa artir lineari atkariga.

3.8 Linearu vienadojumu sistémas

Sistemu, kas sastav no m lineariem algebriskiem vienadojumiem ar n nezinamajiem
X1, Xg, ey Xt
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a;1Xy  + apx; + o 4+ apmx, = b
a1X; +  axpx, + - 4+ aypx, = b, (1)
Am1X1 + X, + 0+ ampXn = bp
var pierakstit matricu forma, ka matricu vienadojumu
i1 Q12 0 Qun X1 by
Az1 Q22 - dop X2 b,
. . el =1 (2)
Ami Amz  ° Gmal Xn bm
Jeb
A-X =B,
kur
a;; Q12 Ain
4= az1 a?z azn
Am1  Am2 Amn

x; b,
. - . . . x2 . .- . . bz . -
ir sistémas koeficientu matrica, X = | ." | ir nezinamo matrica jeb vektorsun B = | . | ir brivo
bm

xn
loceklu matrica jeb vektors.

Vienadojumu sistému (1) sauc par homogénu vienadojumu sistému, ja by = b, =...= b,, =
0. Ja kaut viens skaitlis b; ,i = 1,2, ..., m atskiras no O, tad sistemu sauc par nehomogénu
vienadojumu sistému.

Jebkurai homogénai vienadojumu sistémai eksisté trivialais atrisinajums
X1 =Xy =--=x,=0.

Saka, ka X ir sistémas netrivialais atrisinajums, ja kaut viena ta komponente (saka ari —
koordinate) jeb elements nav 0.

Var izveidot sistémas paplasinato matricu A , pierakstot visus skaitliskos koeficientus pie
nezinamajiem, ka art brivos locek|us:

A1 Qi 0 Q| by
- Q1 Qzz * Q| b
A=[AB]=| . . . 2

Am1 Amz2 " Qmn bm

Kronekera-Kapelli teoréma:

Linearu vienadojumu sistémai ir vismaz viens atrisinajums tad un tikai tad, ja tas sistémas
matricas rangs 7 ir vienads ar paplasinatas matricas rangu r.

Ja sistémas nezinamo skaits ir n, tad
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1) Jar(A) =7(A) = njebr =7 = n, tad sistéma ir saderiga (tai eksisté atrisinajums) un
noteikta — atrisinajums ir viens vienigs;

2) Ja r=1<mn, tad sistéema ir saderiga, bet nenoteikta — tai ir bezgaligi daudz
atrisinajumu;

3) Jar # 1, tad sistéma ir nesaderiga (jeb pretruniga) — tas atrisinajums neeksisteé.

Gadijums a)

sistéma ir saderiga un noteikta:

Kvadratiskai sistémai, kurai ir vienads nezinamo un vienadojumu skaits un
m=n=r(4) = r(/i) (detA # 0), ir viens vienigs atrisinajums, kuru var aprékinat

l. péc Gausa nezinamo izslégSanas metodes (turpmak: Gausa metode),

Il. péc matricu metodes

X1 Ay Ay o Ap by
A 'X — B :> X — A_l . B , x:Z — 1 A.lz A.ZZ -.-. ATLZ . b.z )
: detA4 : . : :
Xn Aln AZn Ann bn
[l. ar Kramera formulam
D(x;)
i — ) | = 1;2; ey il
Xi detA4 ! n

kur D(x;) ir mainiga x; paligdeterminants, kuru ieglst no sistémas determinanta detA,
aizvietojot i-to kolonu ar brivajiem locekliem

tho|
a, 4, A O 4 a ,
P
Ay, Gyy 0 Gy by, a4y,
D(x)=. . I
Pl
P
!b !
an,l an,2 an,i—l 1o an,i+1 an»n

Gadijums b)

sistéma ir saderiga un nenoteikta:

Vienadojumu sistémai, kurai rangs r(4) = r(ﬁ) = r < nir bezgaligi daudz atrisinajumu un to
var risinat péc Gausa metodes. Tiek izvéléti r lineari neatkarigi vienadojumi ar r nezinamajiem.
Sos r nezindmos aprékina, izsakot tos ar atlikuSo n — r nezindmo palidzibu.

Piezime 1:

Homogeénai vienadojumu sistémai, kura ir vienads nezinamo un vienadojumu skaits, netrivialais
atrisinajums eksisté tad un tikai tad, ja sistemas determinants det 4 = 0.

Piezime 2:

Lai iegltu ekvivalentu matricu sistémas paplasinatajai matricai 4 , elementaros parveidojumus
var veikt tikai rindam (ne kolonam).
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Piezime 3:

Jebkuru linearu vienadojumu sistému var atrisinat péc Gausa metodes. Dotajai sistémas
paplasinatajai matricai veic elementaros parveidojumus, lai iegdtu trisstlrveida matricu. Tad
matricas rindas atkal tiek pierakstitas ka vienadojumi, sakot ar apakséjo rindu. Ja vienadojums
nav pretrunigs (tas ir, sistémai eksisté atrisinajums), tad no pédéja vienadojuma izsaka
nezinamo, ko ievieto visos iepriekséjos vienadojumos. Ta ar ievietoSanas metodi atrod visus
nezinamos, sakot no apakseja vienadojuma un virzoties uz augsu.

Piezime 4: Ja vienadojumu sistémai nav atrisinajuma, tad to sauc par nesaderigu jeb pretrunigu
vienadojumu sistému. Tas ir spéka tad un tikai tad, ja r(4) # r(/i). No matricu vienadojuma
viedokla, tas nozimé, ka nav tadas matricas X, ka A - X = B.

Piemérs 1

Atrisinat doto vienadojumu sistému,

a) ar Kramera formulam,
b) péc matricu metodes,

c) péc Gausa metodes.

le + 3x2 + 5x3 = 10
{3.7(:1 + 7x2 + 4‘x3 = 3
xl + 2x2 + 2x3 = 3
Atrisinajums:
2 3 5] 2 3 5|10 X1 10
A=|3 7 4|,A=13 7 4| 3|, X=|X2|,B=]3|;
1 2 2 1 2 213 X3 3
2 3 5|R;{—2R3 0 -1 1 0 -1 1
detA=|3 7 4|R,—3R;=1|0 1 -2|R,+R,=|[0 0 -1|=
1 2 2 1 2 2 1 2 2
1.3+ |71 1) .
=1 (-0 =120
a) Sistémas atrisinasana ar Kramera formulu palidzibu:
by a;; ag3 10 3 5|R;—3R; |1 -3 -1
D(xq) =|by az; ax|=(3 7 4 =3 7 4|1 R,—R3 =
b3 a32 a33 3 2 2 3 2 2 R3 - 3R1
1 -3 -1 1 -3 -1 1 -3 -1
=0 5 2 =10 5 2|R,—2R;=|(0 3 0]=
0 11 5 1R;—2R, 0 1 1 0 1 1
N e N e TR
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a1 by ags 2 10 5|Ry—2R; 0 4 1
D(x;) =|az1 b, ax|=|3 3 4|R,—3R;=|0 —6 —2|R,+2R, =
asy by ass 1 3 2 1 3 2
0 4 1
4 1 D(x;) -2
=10 2 0=1-(—1)3+1- =—2=x, = =—=-2
1 3 2 2 0 detA 1
a;; Q2 by 2 3 10|R{—2R; |0 -1 4
D(xz) =|az1 az; by=|3 7 3|R,—3R;3=|[0 1 —6[R,+R,=
azy Qsz bz 1 2 3 1 2 3
0 -1 4
-1 4 D(x3) 2
= —2l=1-(-1)3*. =22 x;= =—=
(1) g 32 (=D | 0 —2| = deta 1

b) Sistemas atrisinasana péc matricu metodes:

__1+1,74_ __2+1,3 5| _ __3+1,3 5__
A= (D] O] =6,40 = (DT D] =445 = (DD 0| = 23
__vi+2 |3 4 _ __ay2+2 |2 5| _ _ __1\y3+2 . |2 5| _
A= (DY) S| = =240 = (D] | = 1,4 = (DTS ] =7
_ 43 |13 7| _ _ (1 2+3 . |2 3| _ _ __1\y3+3 . |2 3| _
A= (D[] = -1 A = (FDP [T D= o145 = (FDI |5 D] =5
[ 6 4 =23 10 37
X=A_1'B= -2 -1 7 13 1=1-2 =>X1=3,XZ=_2,x3=2
-1 -1 5 3 2 1
c) Sistémas atrisinasana péc Gausa metodes:
3 2 3 5[101Rs [1 2 2|3
A=13 7 4] 3 ~|3 7 4| 3|R, —3R;~
1 2 2131R; 2 3 51101R; —2R,
1 2 21 3 1 2 213
~10 1 -=-2|-6 ~10 1 -2|-6
0 -1 11 41R;3+R, O 0 -—-11-2
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Pédéjais vienadojums (3 rinda): —X3=—2=>x3=2

Otrarinda: x; —2x3=—6=2x, =2x3—6=2:-2—6=-2

Pirmarinda: x; +2x,+2x3=3=>x;, =3—2x, —2x3=3—-2-(-2)—2-2=3

Doto linearo vienadojumu sistému

{le + 4x, = 11
4x, + 3x, = 10

atrisinat ar Kramera formulam un péc matricu metodes.

Atrisinajums:

a=fy =[] e

Kramera formulas:

detd =} §=9—16=—7

1 4 _DGx) _
D(x,) = |1 | 33-40=—7=x =

3 11 D(x)
D(x2)=|4 - =30—44=—14=>x2=detf4=

Matricu metode:
A = (-D*t.3=3 Ay = (-1)?*tt.4=—4
=(-D"?%.4=—-4 Ay = (-1)?*2.3=3

_ A A 3 —4 33 —-40 1
_ g1 11 21
X=A"B= det A |41, Azz] [ ] 7[ ] [ —44 + 30] [2]
>x=1,x,=2

Atrast visus dotas sistémas atrisinajumus.

4x;, + 3x, — 3x3 — 3x4 + 3x5 2

2x; + x, — x3 — x4 — x5 = 0

7x; + 5x, — 5x3 — 5x4, + 4x; = 3

Xy, + X3 — X3 — x4 + 2x5 = 1
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Atrisinajums:
Dotajai sistémai nevar lietot Kramera formulas vai matricu metodi, jo n > m = r(4).

Risinasana lietosim Gausa metodi. Vispirms apréekinasim paplasinatas sistémas matricas rangu.

A= 1
7 5 -5 -5 4 3 -3 -3 3 |12|R; — 4R,
11 -1 -1 2 5 -5 -5 4[3]R,—7R,

1 1 -1 -1 2 1 1 -1 -1 2|1
Jo -1 1 1 -5]|-2 Jo -1 1 1 -5]-2
0 -1 1 1 -5|-2|Rs=R, [0 0 0 0 0|0
0 -2 2 2 -10l-4lR,—2R, l0 0 0o 0o olo

4 3 -3 -3 3|21R+ 1 1 -1 -1 2|1

2 1 -1 -1 -1fo| _|2 -1 -1 —1[0|Ry; — 2R _
3[R, |4
11R; L7
1

=>r(4) =r(4) =2
Tatad sistemai ir vismaz viens atrisinajums.

levérosim, ka sistemas paplasinatajai matricai péc parveidojumiem ir palikusas tikai divas
rindas, kas nesatur visas nulles, tapéc rindas ar nullem var izsvitrot

1 1 -1 -1 2|1
0 -1 1 1 -5 —2\~[1 1 -1 -1 2|1
0 O 0 0 0o 0 -1 1 1 -51-2
0 O 0 0 olo

AtlikuSas ir divas lineari neatkarigas rindas. Tapéc var izteikt divus nezinamos, piemeéram,
X1 UN X,, paréjos tris nezinamos X3, X4, X5 izsakot ka konstantes

Xx3=a,x,=p,xs =y,kure,[,y ER
Restauréjam vienadojumu sistému

{x1+x2—x3—x4+2x5=1
- X + x3 + x4 — 5xg =2

kuru risinasim, sakot no otra vienadojuma
Vienadojums 2: X +ta+p-5v=-2x=24+a+-5y
Vienadojums 1: X1 +24+a+pf-5y=af+2y=1x, =3y —1.

Visus atrisinajumus var pierakstit matricas forma
3y—1
24+a+ -5y
X = a ,kura, B,y € R.
B
14
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6x; + 2x, — 2x3 + 5x, + 7xs = 0
9%, + 4x, — 3x3 + 8x4, + 9x5; = 0
6x; + 6x, — 2x3 + Tx4, + x5 = 0
3x; + 4x, — x3 + 4x4, — x5 = 0
Atrisinajums:

Ir dota homogéna vienadojumu sistéma, tai vienmeér ir atrisinajums — trivialais atrisinajums. Lai
noskaidrotu, vai $ai sistémai ir ari netrivialais atrisinajums, var lietot Gausa metodi. Te pietiek
aplikot sistéemas matricu un tas elementaros parveidojumus, jo brivie locekli (nulles) pie

parveidojumiem nemainas:

6 2 -2 5 7] R [3 4 -1 4 -1
A-l9 4 -3 8 9|Rs_|6 6 —2 7 1|R,—2R
6 6 —2 7 1|R |6 2 -2 5 7|R,—2R,
3 4 -1 4 —-1lR, 19 4 -3 8 9]R;—3R,
3 4 -1 4 -1 3 4 -1 4 -1
o -2 0 -1 3 o -2 0 -1 3
0 -6 0 -3 9|R;—=3R, |0 0 0 o0 0
0 -8 0 —4 12/R,—4R, lo 0 0 o0 0

levérosim, ka te var noteikt art sistémas matricas un sistémas paplasinatas matricas rangu

r(4) =r(4) =2
Tatad sistemai ir bezgaligi daudz atrisinajumu.
Pienemsim, ka nezinamie ir konstantes
X3=Q,X4 =P, X5 =Y
No otra vienadojuma izteiksim x:

3xs —x4 3y —p
2 2

—2%x; — X4 +3x5 =0=>x, =

No pirma vienadojuma izteiksim x;:

X3+ X5 —4x; —4x,  a—2B -5y

31 +4x; —x3+4x, — x5 =0=>x; =

3 3
Sistémas atrisinajumu matrica ir

ra—2—-5y1

3

3y—B
X = é L kura, B,y €ER

B

Ly

Ne vienmer ir nepiecieSams ka konstantes izvéléties nezinamos x3, x4 Un Xs.
Piemeéram, var izvéléties konstantes

X1 = Uy ,Xy = Uy and X5 = Uz,
Tad no otra vienadojuma var izteikt x,

_Zuz_x4+3u3:O<:>x4:3u3_2u2,
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No pirma vienadojuma var izteikt x5

3u1 + 4u2 — X3 + 4‘(3“,3 - Zuz) — Uz = 0 X3 = 3u1 - 4u2 + 1].U3

Tad atrisinajumu matricu var pierakstit nedaudz vienkarsak:

Uy
Uz

X = |3uy —4u, + 11us |, kur ug,u,, us € R

3uz — 2u,
Us

Atrisinat doto vienadojumu sistému

4x — 4y + z 8
{6x - 3y — 2z = 21
-x + 3y + 7z 4
Atrisinajums:
4 -4 1|8]R3 -1 3 71 4
A=|6 -3 =2[21|Ri~|4 -4 1| 8|R,+4R,~
-1 3 71 41R, 6 —3 —=21211R;+ 6R;
-1 3 7|4 -1 3 7|4 -1 3
~[O 8 29|24(2R,—R3;~|0 1 18]|3 ~’O 1
0 15 401451 R;/5 0 3 8I19/R; —3R, 0 O
>r(A)=r(d)=n=3
vienadojums 3: z =0,
= {Vienédojums 2: y=3,
vienadojums 1: —x+3y=4=x=>5.

Dota linearu vienadojumu sistéma

4x, — 2x, +
3x, + 6x, +
3, + 3x, +
xy + 4x, +

5x;
5x5
pxs3
2x3

_|_

3%,
4x,
1.5x,
3%,

o O O O

7
18
—46

4
3
0

|

kur p € R. Ir nepieciesams noteikt tadu skaitla p vertibu, lai sistemas atrisinajums ir skaitlu
Cetrinieks (—6,1,4,2). Vai iespéjams atrast tadu p veértibu, lai sistémai batu viens vienigs

atrisinajums?

Atrisinajums:
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4 -2 5 3 1R, 1 4 2 -3 1 4 2 -3
a=|3 ¢ 5 —4 3 6 5 —4 I3 6 5 —4|R,—3R; _
{3 3 p -15 3 3 p —-15|2R; |6 6 2p —-3|R;—6R,
1 4 2 =-31IR, 14 -2 5 3 4 -2 5 31R,—4R,
1 4 2 -3 1 4 2 —3]
0 —6 -1 5 0o -6 -1 5
0 —18 2p—12 15(R;—3R, |0 0 2p—9 0
0 —18 -3 151R,—3R, 10 0 0 0

lespéjami 2 gadijumi.
9

> r(A) =2

1) 2p—9=0op=
Tad divi nezinamie ir jaizvélas ka konstantes

X, =a,x4 =p
Otrais vienadojums: —6x, — x3 + 5x, = 0 = x3 = 5x4 — 6x, = 50 — 6
Pirmais vienadojums: x; + 4x, + 2x3 —3x, = 0= x; = 3x4 — 4x, — 2x3 = 8a —7f
Sistémas kopéjais atrisinajums ir (Ba — 78, a, 58 — 6a, ), kur a, B € R.
Jax,=a=1unx, = =2, tad

X1 =8a—70 = —6,
x3 =58 —6a =5.

Sekojosi, Cetrinieks (—6,1, 4, 2) ir sistémas atrisinajums, jap = g.

2) 2p—9¢0®p¢§; r(4) =3
Tad vienu nezinamo pienem par konstanti, pieméram,
X, = 5a
vienadojums 3: 2p—9)x3=0=2x3=0
———
%0
vienadojums 2: —6x; —x3+5x, =0=> x4 = % = 6a
vienadojums 1: X1 +4x, +2x3 —3x4, = 0> x; =3x, —4x, — 2x3 = =2«

leverosim, ka nezinamais x5 (otraja gadijuma) nevar bit konstante, jo tam jabut vienadam ar
nulli, lai treSais vienadojums bUtu speka.

Sistémas visparigais atrisinajums ir (—2a, 5a, 0,6a), kur & € R ir patvaliga konstante.

Secinam, ka nav tada skaitla p € R, lai sistémai butu viens vienigs atrisinajums.

Plemers 7

Pieradtt, ka vienadojumu sistéma
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2x; + 2x, t 2%, = 2
2, + x, + x3 — x4 = 0
—5x; — 4x, + 5x3 + 7x, = 5

Ir nesaderiga.
Atrisinajums:

Noteiksim sistémas matricas un sistémas paplasinatas matricas rangus:

2 2 0 2|2]R/2 [1 1 0 1|1
i-l2 1 1 -1f0 12 1 1 —1{0[R;—2R,_
-1 -1 2 2|2 -1 -1 2 2|2[Rs+Ry
-5 -4 5 715 -5 -4 5 715IR,+5R,
1 1 0 1]1 1 1 0 1]1]
|0 -1 1 -3|-2 o -1 1 -3|-2 N
0 0 2 3|3 0 0 2 3|3
0 1 5 12l10/R,+R, 10 0 6 91 8IR,—3R;
1 1 0 1]1
0 -1 1 -3|-2 _ _ (i
~lo o 2 313 =>71(4) =3 = 4 =r(4).
0 0 0 o0l-1

Atsifrejot matricas pédéjo rindu ka vienadojumu, ieglstam pretrunu
0-xq+0-x,+0-x3+0-x, =-1

Ir zinams, ka jebkuriem realiem skaitliem x4, x5, X3, x4 € R ir spéka
0-xq+0-x,+0-x3+0-x,=0,

un 0 # —1. Seko, ka dotajai vienadojumu sistémai nav atrisinajuma.

3.9 Dazi matricu pielietojuma pieméri
Matricu lietojums elektrisko kéZu vienadojumu sistému risinasana

Piemers 1a

Zemak esosaja attéla (skat.attélu 1) ir paradita elektriska kéde, kada varétu bt realizéta ari uz
kuga. Més velamies noteikt stravas stiprumu visos elektriskas kédes zaros. Paradisim, k3 So
problému var reducét uz tris linearu vienadojumu sistémas ar 3 nezinamajiem risinasanas
uzdevumu, izmantojot kontdrstravas metodi.
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L . -
1K 200v 5k oV Jk$2
_ D T
Kk ' 2kS2
f.l "'_'I‘
90V | - +| 60V
B B - +- + I- _
2k%2 3 3k 5%? Tk§e ROV
L f

Attéls 1

Kéde ir 6 zari un 4 mezgli, tapéc jaapskata 3 neatkarigi konturi. Izvélétajos konturos I3, I, un I;
strava plUst pulkstenraditaja virziena.

Kontdrstravas vienadojumi ir:
1;(3000 + 1000 + 4000 + 2000) — I, - 4000 = —190 + 200 — 250,
1,(4000 + 5000 + 2000 + 3000) — I; - 4000 — I3 - 2000 = 250 — 60 — 50,
15(2000 + 3000 + 1000) — I, - 2000 = 60 + 10 + 150.

Péc vienadojumu saskaitiS$anas un vienkarSosanas iegtistam:

10, — 41, + 03 = -0.24
{—411 + 141, - 213 = 0.14
o, - 2, + 6I; = 0.22
levérojot, ka koeficientu matricas determinants nav vienads ar nulli
10 -4 O
detA=|—-4 14 -2|(=704
0 -2 6
Saskana ar Kramera formulam, apréekinam:
D, D, Ds
I = I = I; =——,
17 detd’™® detd un f detA
kur
-024 -4 O
D;=(014 14 -2|=-14.08
022 -2 6
10 -0.24 O
D,=1-4 014 -=-2|=7.04
0 0.22 6
10 —4 -0.24
D;=1-4 14 0.14 | =28.16
0 __—2 022
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Tad
I ==-20mA,I, = 10 mA un I3 = 40 mA.
Varam aprékinat stravu atseviskos zaros.
levérojot, ka I; < 0, stravas plismas virziens atbilstosaja kontdra nebija pareizi noteikts.

Korigéjot stravas plismas I; virzienu (skat.attélu 2)

-—— [

& e I
QN SON 30
\\ .

-l

Attéls 2

aprékinam stravu Iy, Iy, I, I, I, un I vértibas sekojosi:

I, = I, = 20mA
I, = Iy + 1, = 30 mA
I,=1,=10mA
I;=1,=10mA
I,=I,—1,=30mA

Iy = I; = 40 mA

Piemers 14

Kontdrstravas metodi var lietot, lai aprékinatu elektriskas stravas stiprumu, kas plGst caur
visiem rezistoriem (skat.attélu 3).

El- + E3
K .
R,y
@ T‘EZIH
d | S|
R T R
3 7 Im, D Rs
Rg
Attéls 3

Ir zinams, ka:

E, =10V ,E, =20V ,Es =5V ,R, =20Q,R, =5Q,R; =25Q,R, = 15Q,
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R, =300Q,R, = 10 Q.

Kontdrstravas vienadojumi ir:

—E1—E; =Ry +Ry+R3) I, =Ry, - Iy — Rz - Iy
Ey,—E3s=—R, I} + (R, + Ry +Rs) - Iy —Rs - I
0=—R3-I; —Rs-Ij;+ (Rz3 + Rs + Rg) - Iy

levietojot dotos lielumus, ieglstam vienadojumu sistému

III
+ 101,

101,
—5], 6,

Koeficientu matricas determinanta veértiba ir
10
-1
-5

detd =

Ar Kramera formulam var aprékinat
=2 g, =
I deta ™" ™

kur

10

-1

-5

detAd =

1
detA

-1
10
-6 13

Sy
6l
131,

w

-1
10
—6

-5
—6
13

=617

un [

-5

—6| =617

-5
-6
13

= —435

-5
-6
13

= 57

—6
3
0

=—-141

Tad
II = _0,7114,1“ =92 mA un IIII = _0,23 A.

Stravas plusmas virziens iesakuma nebija pareizi pienemts, jo pirmais un tresais rezultats ir
negativs. Tapéc diagramma ir jamaina stravas virziens pirmaja un treSaja kontlra. Stravas
stiprumu, kas iet caur katru atsevisko kédes rezistoru, aprékinam sekojosi

Ip,=1,=0714

I, =1, +I;; = 0.802 A
In, =1, —I;;; = 048 A
Ip, = I;; = 0.092 A

In, =1l +1;;; = 0.32 A
In, = Iy = 0.23 A
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Matricu reizinasanu var lietot geometrijas uzdevumos un risinot datorgrafikas problémas.
Objekta simetrija attieciba pret taisni
Objektu koordinatu plakné var novietot ta, lai ta simetrijas ass ir y- ass, kuras vienadojums ir

x =0.

X
Punkta A ar koordinates (x4, ¥4) var viennozimigi pierakstit kolonas vektora forma [y‘:] , tad

A=) sasy =] J] e

=1 01[%a] _[*a
SY'A_[O 1”yA]_[yA]'
Reizinot kolonas vektoru A ar matricu S, no kreisas puses, iegustam tadu kolonas matricu, kas

ir punkta A" koordinates (—x,4,y,). Punkti A" un A ir simmetriski attieciba pret y-asi, tapéc
matricu Sy, sauc par simetrijas matricu attieciba pret y-asi jeb taisni x = 0.

Dekarta koordinatu plakné matrica S,, jebkuru objektu O transforme par tam simetrisku objektu

0’ attieciba pret koordinatu asi x = 0.

Attéla 4 paradits, ka matrica S,, transformé fotografiju (katru tas punktu) simetriska attela
attieciba pret y-asi.

X

200 -190 -180 -170 -160 -150 -140 -130 -120 -110 -100 -80 -B0 -70 -60 -50 -40 ~-30 =-20 -10 O 0 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 1BO 180 200

Attéls 4
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Objekta rotacifa ap punktu pozitiva virziena par lenki a

Ka punktu, ap kuru rotés dotais objekts, izvélésimies Dekarta sistémas koordinatu centru (0,0).

lzmantojot punkta polaras koordinates r un ¢, bls vienkar$ak aprakstit plaknes punkta
_ [Xa] _[rcos¢ o

A= [YA] = [r singo] rotaciju.

cosa —sin a]’ q

Ja matrica, kura apraksta punkta rotaciju ap centru par lenki «, ir R, = [ .
sina cosa

cosa —sina] [rCOSQD _

R -A:[_ OSPY _
a sina cosallrsimng

[r(cos a cos ¢ — sin a sin <p)] _ [r cos(a + (p)] _
r(sinacos@ + cosasing)|  |rsin(a+ ¢@)]

Punkts A" ir ieglts, punktam A rotéjot pozitivaja virziena ap koordinatu centru par ¢ lenki. R,
sauc par rotacijas matricu. Ar $Is matricas palidzibu var jebkuru figru O, kas dota Dekarta
koordinatu sistéma, pagriezt pozitiva virziena par lenki a un iegdt atbilstoso figiru O’, jo
pagriezts tiek jebkurs figlras O punkts.

Attela 5 virs nogriezna AB ir redzama fotografija, kura tiek pagriezta ap koordinatu centru par
180° pozitiva virziena, ieglstot attélu, kas atrodas zem nogriezna A’B’. Rotacijas matrica Saja

gadijumair R, = [_01 _01] .

x

-250 -240 -230 -220 -210 -200 -190 -180 -170 -160 -150 -140 -130 -120 -110 -100 -80 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 1BO 180 200 210 220 230 240 250

Attéls 5
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Attélus, kuri izvietoti timeklT vai uznemti ar digitalajam fotokameram, sauc par digitalajiem
attéliem. Informacijas neséjos tie tiek uzglabati ka datne, kas péc savas bltibas ir matrica.
Pienemsim, ka vienam tadam attélam, ko aplUkojam, atbilstosas matricas izmérs ir
1200 X 640. Matricas elementi ir pikseli. Pikselis ir mazakais grafiskais elements, kas ir
izveidots viena noteikta krasa. Ja attéls ir melnbalts, tad matrica satur tikai skaitlus O un 1. Sie
skaitli atbilst katra piksela krasai — 0, ja pikselis ir melns, 1, ja balts. Tapéc divkrasu attélu sauc
par binaro attéelu.

Ja melnbaltaja attéla ir arT peléki toni, tad matrica, kas apraksta attélu, katram pikselim atbilst
naturals skaitlis no 0 [1dz 255. Skaitlis O atbilst melnai krasai, 255 baltai, bet paréjie skaitli nosaka
peléko tonu gradaciju jeb intensitati — jo mazaks skaitlis, jo tumsaks pelékas krasas tonis ir
dotajam pikselim.

Krasainie attéli tiek veidoti, parklajoties trim matricam. Tiek izveidota matricu summa no -
sarkanas krasas, zalas krasas un zilas krasas matricam.

Ta pikseli tiek reprezentéti ka trijnieki. Pieméram, ja pikselis ir sarkans, tam atbilst trijnieks
(r,0,0), kur r ir skaitlis robezas no 0 lidz 255, kas raksturo, cik gaiss ir sarkanas krasas pikselis.
Trijnieks (0,0,0) atbilst melnas krasas pikselim, (255,0,0) sarkanas krasas pikselim.

Lidzigi tiek veidoti zalas un zilas krasas matricu elementi. Zalas krasas matrica trijnieks ir
(0,9,0), kur g ir vesels skaitlis robezas no 0 un 255. Tapat ari zilas krasas matricas elementi
tiek aprakstiti ar trijnieku (0,0, b), kur b ir robezas no 0 lidz 255, un (0,0,255) ir zila krasa, bet
(0,0,0) melna.

Sada krasu sistéma tiek nosaukta ka RGB sistéma (RGB ir apziméjums no anglu valodas: R “red”
- sarkans, G “green” -zal$, B “blue” —zils). RGB sistéma ir iespéjams attélot

2563 = 224 = 16777216 daZadas krasas.
Balto krasu iegist, saskaitot tris piksela trijniekus
(255,255,255) = (255,0,0) + (0,255,0) + (0,0,255).

Pelékos krasu tonus apraksta trijnieki (a, a, a), kur a ir vesels skaitlis robezas no 1 lidz 254.

Digitalo attélu apstrade un darbibas ar matricam

Ja digitalo fotografiju apraksta ar matricu palidzibu, tad rodas jautajums, kadas attéla izmainas
rada darbibas ar matricam. Te aplikosim sekojosajos pieméros.

Attéls 6

Jamatricad = [ai,j] ir binara matrica, kas apraksta pirmo attélu A (skat. attélu 6) un tas izmers
ir 35 X 35, tad sekojosas parmainas ieglst ar matricu parveidojumiem:
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B = [by;] = [a;:] = A7, C=[cj] = laias-jsr], D =[dij] = [ass_iss,]

E =[e;;] = [ass—i+135-j+1)> G =[9ij] = [ajss-i+1],  H=[hi] = [azs—j+1i]-

Krasaino digitalo fotografiju iegdst, summéjot sarkano, zalo un zilo matricas
(skat. attélu 7).
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Attéls 7

Parslégsanas no viena attéla uz citu attélu, ko biezi izmanto PowerPoint
prezentacijas, slaidos un slaidradés

Apskatisim divas digitalas krasu fotografijas ar vienadu izméru. Pirmo fotografiju apraksta
matrica A, bet otru matrica Z RGB sistema. Ir definéta matrica

M(t) = (1 —t)A+tZ katramt € [0,1].

Atzimésim, ka M(0) = Aun M(1) = Z. Jo lielaks ir t € (0,1), jo mazak matrica M(t) lidzinas
matricai A, ta vairak ir [ldziga matricai Z (skat. attélu 8; varianti pie dazadam t vértibam).
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Attéls 8

SV D sadalijuma metode attélu aproksimacija Matricas sadalisana singularajos
reizinatajos

Aplikosim SV D sadalijuma metodi (SVD — “singular value decomposition of the matrix”), kuras
bdtiba ir sadalit realo skaitlu matricu speciala veida reizinatajos

Realu skaitlu n-tas kartas matrica U ir ortogonala, ja: utu =1,.

Ja A ir realu skaitlu matrica ar izméru m X n, var pamatot, ka matricu A var izteikt ka 3 matricu
reizinajumu: A = USVT,

kur U ir m-tas kartas ortogonala matrica, V ir n-tas kartas ortogonala matrica un § = [si,j] ir
ralu skaitlu matrica ar izméru m X n un tas elementi ir
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Si,]' =0 ja i i_]
S11 = Sz =+ = Sk = 0, kur indekss k = min{m, n}.
Sadu matricas A sadalifjumu reizinatajos sauc par matricas singularo sadaljumu (SVD).

Ja matricas U kolonu seciba ir uq, Uy, ..., U, un matricas V kolonu seciba ir vy, vy, ..., vy, tad
reizinajumu var izteikt sekojosi:

k

USVT = Z Sl‘lulvir.
=1

k
A S ZA[,
=1

kur A; = s, wv] ir matrica ar izmérum X n katram [ € {1, ..., k}.

Tapec

leverojiet, ka 14 = Sy = =+ = Sk, ir acimredzami, ka

r k
r-k
=1 =1

Atbilstosi, jo vairak koeficients r tuvojas k, matrica

r
C = ZAZ
=1

ir arvien labaka matricas A aproksimacija jeb tuvinajums.

Pienemsim, ka kosmosa zonde ir ieprogrammeéta sCtit uz Zemes laboratoriju lielu skaitu
melnbaltu attélu, kuru izmérs 1000 x 1000. Prieks katra Sada attéla zondei bltu japarsita
1000 - 1000 = 1000000 pikseli, tas ir, 1000000 skaitli — viens skaitlis katram pikselim. Tapéc,
pirms jebkura attéla sttiSanas katrai attéla matricai A zonde veic tas sadalijumu reizinatajos péc
SV D metodes un izmanto matricas U pirmas 40 kolonas, tad art matricas V pirmas 40 kolonas
un skaitlus sy 1, S22, ..., S40,40 NO Matricas S. Tad kopuma parsutamo skaitlu skaits ir

40-1000 +40-1000 + 40 = 80040,

kuri tiek sanemti Zemes laboratorija matricas A vieta. Atsatita matrica Z?flAl ir dota attéela
aproksimacija, 1dz ar to tadam sanemtajam attélam nav tik augsta kvalitate.

Attélos 9 un 10 var redzét, ka izmainas fotografija (skat.attélu 9), ja tai veic minéto
aproksimaciju (skat, attélu 10). Lidziga aproksimacija tiek veikta ari krasainai fotografijai (skat.
attélu 11). Aproksimacija ir nedaudz izplGdusi, tacu attéls ir pietiekami saprotams (skat. attélu
12).

Melnbalta fotografija, kuras matricas izmérs ir 1000 X 1000 (k = 1000) pikseu
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Attéls 9

Dota attéla aproksimacija (r = 40)

1

Attéls 10
Krasaina fotografija ar izméru 1200 X 640 (k = 640) pikseli

Attéls 11
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Attéla aproksimacija (r = 50)

Plemers 7

Attéls 12

Attéla trokspu mazindsana

Attéla troksnis ir nevélams gadijuma signals. Sads signals tiek apvienots ar lietderigu signalu,
tapéc attéla kvalitate pamazinas. Lai paaugstinatu attéla kvalitati un mazinatu attéla trokSnu
ietekmi uz to, lieto mediano filtru. ApltGkosim, ka Sis filtrs darbojas. Visos iespéjamos veidos tiek
izvélétas matricas A tris blakus esosas rindas un tris blakus esosas kolonas. No izvéléto rindu un
kolonu krustpunktu elementiem tiek izveidota tresas kartas matrica B. Tas elementi tiek
sakartoti augosa seciba. Marica B tiek parveidota, tas centralo skaitli aizstajot ar virknes
medianu (piekto skaitli no izveidotas skaitlu virknes). Attéla 13 ir redzams, ka izveido matricu
B. 14 attéla ir fotografija, kura ir daudz trokSnu (balto punktinu), bet péc attéla apstrades
troksnu ietekme ir mazinata (skat attelu 15).

82 811 82

Sakartota virkne

811200183 | —p [30 81 81 82 82 83 83 84 200

80 | 83 | 84

-

lzvélétais skaitlis

Attéls 13

Graudaina melnbalta fotografija

82 | 81| 82

81|82 | 83

80 | 83 | 84
Rezultats
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Attéls 14

Attéls péc mediana filtra pielietoSanas
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Attéls 15
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