7. ROWNANIA ROZNICZKOWE 1-GO RZEDU

OPIS:

Réwnania rdzniczkowe sg w dzisiejszym stechnicyzowanym $wiecie jedng z najbardziej zywotnych
dziedzin nauki, sg tez stad gtdéwng teoretyczng bazg w studiach politechnicznych. Po kilku wiekach
rozwoju teoria réwnan rozniczkowych jest naukg ogromna, jednak jej poznanie musi sie zacza¢ od
elementéw, niemal tak, jak powstata w swym naturalnym rozwoju. Zagadnienia fizyki, mechaniki,
techniki czesto prowadzg do zwigzku pomiedzy nieznang funkcja jednej zmiennej a jej pochodna. Takie
zaleznosci nazywajg sie rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.

CEL: Zdobycie umiejetnosci rozwigzywania réwnan rézniczkowych. Zrozumienie faktu, ze réwnania
rozniczkowe sg wazne nie tylko przy rozwigzywaniu probleméw matematycznych, ale takze w wielu
rzeczywistych zastosowaniach

dobyte umiejetnosci:

1. Umiejetnos¢ rozwigzywania réwnan rézniczkowych 1-go rzedu.
2. Zapoznanie sie z zastosowaniami réwnan rozniczkowych w modelowaniu matematycznym
wybranych procesdw wystepujgcych w praktyce .

Wymagania wstepne: Wiedza z zakresu analizy matematycznej, réwnan rézniczkowych. Wiedza z
zakresu algebry liniowej i geometrii analitycznej.

Zastosowania funkcji w rzeczywistych problemach: Réwnania rézniczkowe, bedgce wazng czescia
matematyki, wyrdzniajg sie wszechstronnym zastosowaniem. Doskonale sprawdzajg sie do rozwazania
mnostwa zagadnien, a wiekszos¢ modeli matematycznych jest opisywana wtasnie dzieki nim. Dzieki
temu sg obecne w réznych naukach — fizyce, chemii, biologii czy medycynie. Réwnania, o ktdrych
mowimy pozwalajg okresli¢c wspdtczynnik kierunkowy stycznej, predkosé¢ zmiany funkcji w czasie, a
ponadto przydaja sie, chociazby podczas prowadzenia badan nad populacjg. Podamy kilka zastosowan
rownan réozniczkowych:
- Datowanie izotopem wegla *C W archeologii stosuje sie metode wyznaczania wieku prébki za

pomocy pomiaru zawartosci izotopu wegla C. Jest to metoda opracowana przez Willarda Libbiego w
latach czterdziestych. Stosunek izotopu wegla *C do wegla '>C utrzymuje sie na statym i znanym
poziomie przez cate zycie organizmu. Z momentem $mierci w wegiel zaczyna sie rozpadaé z czasem
potzycia rdwnym 5568 lat (czyli okresem po jakim rozpadta sie potowa probki —patrz rozdziat Funkcje
wyktadnicze i Logarytmiczne). Niech Q(t) oznacza stosunek ilosci wegla 2C do wegla *C, w chwili
$mierci zaktadamy, ze stosunek ten wynosit Q4. Rozpad promieniotwdrczy moze by¢ opisany réwnaniem
Q' = —rQ. (Jaskinie w Lascaux: W tych francuskich jaskiniach znaleziono stynne malowidta naskalne
wykonane weglem drzewnym. Kiedy przeprowadzono badania okazato sie, ze stosunek wegla **C do
wegla C w tych malowidtach jest 8 razy mniejszy niz w przypadku organizméw zywych.)

- Model Gompertza . Benjamin Gompertz zaproponowat model opisujgcy rozwdj guzow w ciele

cztowieka. Wyraza sie on za pomocg réwnaniay’ =ry In (g), gdzie y = y(t) okredla rozmiar guza.

- Model populacji ze zmienng szybkosciq wzrostu) .Wyobrazmy sobie, ze pewien gatunek insekta
rozmnaza sie z okresowo zmiennym tempem opisanym réwnaniem y’ = 0.2(0.5 + sint)y.



Jakob Bernoulli
[https.//wazniak.mimuw.edu.pl/index.php ?title=Analiza_matematyczna_2/Wyk%C5%82ad_13: R%C3%B3wnania_r%C3%B3%C5%BCniczkow
e_zwyczajne]

- Model logistyczny ze zmiennq pojemnosciq srodowiska. Jesli pojemnos¢ Srodowiska zmienia sie w

czasie, czyli K = K(t), to réwnanie logistyczne przyjmuje postac: y' = ry (1 — %)

Spis tresci

7.1. Réwnania rdozniczkowe I-go rzedu
7.2. Rdwnania o zmiennych rozdzielonych
7.3. Rdéwnania rézniczkowe liniowe

7.1. Réwnania rézniczkowe |-go rzedu
Rozwazmy réownanie rézniczkowe (RR)
y' =y (1)

Naszym zadaniem jest znalezienie takiej funkcji y = @(x), ktdéra spetnia to réwnanie.
Odpowied? jest prosta: szukana funkcja, to y = e*, a ogdlniej rozwigzaniem jest rodzina funkgji

y = Ce”, (2)

gdzie C jest dowolng stata. ( (Ce*)' = Ce*). Wszystkie rozwigzania postaci (2) nazywamy catkqg
0gdlng lub rozwigzaniem ogdlnym réwnania rézniczkowego. Jezeli w (2) wstawimy konkretng
statg C, to powstata odpowiedz bedzie catkqg szczeqgdlng (rozwigzaniem szczegdlnym) réwnania

(1)
np. y = —2e*.

Czasami nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie szczegdlne rownania spetniajgce warunek postaci

y(x0) = Yo, (3)

gdzie xo Yo sg ustalonymi wartosciami liczbowymi. Warunek (3) nazywamy warunkiem
poczqtkowym.

Przyktady réwnan rézniczkowych:

y'=x, y' =2cosx+3,



y=y+x, yy=x
02 -2y' +y=e”.

A zatem, jak wnioskujemy z powyzszych przyktaddow, réwnaniem rézniczkowym (RR) nazywamy
rownanie zawierajgce pochodne funkcji niewiadomej. Rzedem réwnania nazywamy rzad
najwyzszej pochodnej wystepujgcej w réwnaniu. Np. rownanie y"+ 7y —2y =x jest
réownaniem rozniczkowym rzedu drugiego.

Réwnaniem rdzniczkowym rzedu pierwszego nazywamy rownanie
F(x,y(x), y,(x)) =0, (4)

gdzie F oznacza funkcje trzech zmiennych. Jest to tzw. postac ogolna réwnania rézniczkowego
zwyczajnego rzedu |.

Postac:

vy =flxy), (5)

nazywamy postaciqg normalng réwnania rdzniczkowego.

Uktad

{V=f@w@»
y(xo) = Yo

nazywa sie zagadnieniem Cauchy’ego.

Augustin Louis Cauchy

[https://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php ?title=Analiza_matematyczna_2/Wyk%C5%82ad_13:_R%C3%B3wnania_r%C3%B3%C5%BCniczkow
e_zwyczajne]

Catkqg 0gdlng (rozwigzaniem ogdlnym) rownania (4) nazywamy funkciey = @(x, C), zmiennej
niezaleznej x € (a,b) i statej dowolnej C, ktdéra przy kazdej ustalonej wartosci C wybranej
dowolnie z pewnego przedziatu spetnia w przedziale (a, b) réownanie F (x,y,y') = 0. Catka
ogoblna jest wiec jednoparametrowg rodzing krzywych catkowych danego réwnania.

Catkq szczegdlng réwnania F (x,y,y") = 0nazywamy kazdg funkcje y = w(x), ktéra w
przedziale (a, b) ma pierwszg pochodng i spetnia to réwnanie dla kazdego x € (a,b).

Majac catke ogdlng y = ¢(x,C) mozna rozwigzaé zagadnienie Cauchy'ego dla réwnania
F(x,y,y) =0.

Zagadnienie Cauchy'ego dla réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego polega na wyznaczeniu
takiej catki szczegdlnej tego réwnania, ktora dla pewnej z gbry danej wartosci zmiennej
niezaleznej x = x, przyjmuje z géry dang wartos¢ y,, tzn. ze y(x,) = yo. Uwzgledniajac w
cafce ogdlnej



y = @(x,C), warunek poczatkowy y(xy) = yo mamy y, = @(x,, C) skad obliczamy statg
dowolng C. Wstawiajgc obliczong wartos¢ liczbowa statej C do rozwigzania ¢@(x,C)

otrzymujemy szukang catke szczegdlna.

W interpretacji geometrycznej zagadnienie Cauchy'ego polega na wybraniu z rodziny
krzywych catkowych, ktéra jest dana réwnaniem y = @(x,C) , jednej krzywej, ktéra

przechodzi przez z géry dany punkt (xq, ¥o) dla x € (a, b).

Twierdzenie 1.

Jezeli funkcja f(x,y) i jej pochodna czastkowa —afg;y)

oraz (xy, yo) € D, to zagadnienie Cauchyego (6) ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
7.2. Réwnanie o zmiennych rozdzielonych
Posta¢ normalna réwnania o zmiennych rozdzielonych
y'=hx) - g).
Metoda rozwigzania: rownanie zapisujemy w postaci:
2= h(x)- g,
a nastepnie - przy zatozeniu, ze g(y) # 0 — ,rozdzielamy zmienne” tzn.

ay
7 h(x)dx,

(réwnanie (8) podzielilismy obustronnie przez g(y) i jednoczenie pomnozylismy przez dx).

Teraz obustronnie catkujemy tzn.

f%th(x)dx.

PRZYKtAD 1.
Rozwigzad réwnanie y' = y2e?*,
Rozwigzanie: rownanie to zapisujemy

dy_ 2,2x
dx—ye .

sg ciagte na obszarze DER?

Nastepnie rozdzielamy zmienne ( po lewej stronie zapisujemy wszystkie wyrazenia zawierajgce

zmienng y, a po stronie prawej — wszystkie wyrazenia zawierajgce zmienng x:

d
= = e dx
y



UWAGA

Zaktadamy, ze y# 0. Zatozenie to sugeruje, aby sprawdzi¢, czy funkcja stata y=0 jest
rozwigzaniem rédwnania. Podstawiajgc y=0, widzimy, Ze jest. Takq catke rownania nazywamy
catkq osobliwg (rozwigzaniem osobliwym).

Catkujemy obustronnie: fi—i = [ e**dx.

-1 2x 2x
Otrzymujemy: y_—l = eT +C, —i = eT + C, czyli
1
V="

2

jest to catka ogdlna (rozwigzanie ogdlne) réwnania rézniczkowego (w skrécie bedziemy pisac
CORR lub RORR).

Odpowiedz: y = _ezx; CORR oraz y =0 - catka osobliwa.

= tC

Mozna sprawdzic, czy uzyskana odpowiedz? jest poprawna podstawiajgc y do lewej i prawej

strony réwnania: y' = y?e?*:

02X -2 Lox 02X
/= [ - — —_—,——
Ly=(-+cC) 2= e
2
oraz
2
2x

—n2,2X — 1 2X — 1 2x — __ ¢
P=y“e —<—92x > e =2 e =

£ ic e2x e2x

; (55+c) (55+c)

Poniewaz L=P, co zachodzi réwniez dla y=0, zatem podana odpowiedz jest poprawna.
PRZYKtAD 2.
Znalez¢ nieosobliwe rozwigzanie réwnania (1 + x2)y’ = 2xy.

Rozwigzanie:
Zapiszemy rownanie w postaci

dy
2 —
(1+x )_dx = 2xy,

a nastepnie rozdzielimy zmienne: po lewej stronie zmienne y, a po prawej zmienne x ( pamietac

nalezy, ze zarowno dx jak i dy muszg byc¢ w liczniku!) :
ﬂ _ 2xdx
y  (1+x2) ’

nastepnie catkujemy obustronnie:



dy 2xdx
15 =l

otrzymujemy
In|y| = In(1 + x?) + InC

zapisalismy zamiast statej C - In C, poniewa?z jesli C jest statq dowolng, to In C tez jest statq
dowolngq . Taki zapis pomoze nam skorzystac z wtasnosci logarytmdw i otrzymamy:

In|y| = InC(1 + x?2).
Opuszczajgc logarytmy dostaniemy odpowiedz:
y =C(1+x?) -CORR.
PRZYKtAD 3.
Rozwigzac rownanie rézniczkowe przy podanym warunku poczgtkowym:

y' =e*Y , y(0)=0.
Rozwigzanie: zapiszmy réwnanie

dy x dx
— =e -ey —_—
dx ey’
dy_ x

— =e¥dx,

ey

je‘ydy=fexdx,

—eV =e*+(,

Ine™ = In(—e* + 0),

—y =In(—e* + C)

y = —In(—e* + C) CORR.

Teraz podstawiamy warunek poczatkowy y(0) = 0:

0=-In(—e°+C), 0=—=In(C—-1), stad 1=C—1, czyli C=2.
Zatem catka szczegdlna tego rownania bedzie postaci: y = —In(2 — e*) CSRR.

PRzYktAD 4.

Rozwigzac rownanie rézniczkowe przy podanym warunku poczgtkowym

y' =yctgx , y(g)zl.



Rozwigzanie:

Zapiszmy réwnanie w postaci

dy _ _cosx
dx sinx
. . . dy cosx
i rozdzielmy zmienne: — = —dx,
y sinx
. . d cosx
catkujemy obustronnie: [ = = [ == dx,
y sinx
czyli In|y| = In|sinx| + InC - patrz uwaga z PRZYKtADU 3.

Ostatecznie, korzystajac z wtasnosci logarytméw dostajemy: In|y| = In(|sinx| - C),
czyli y = C sinx, CORR.
| podstawiamy warunek poczatkowy: 1 = C sing, astad C = 1.
Zatem rozwigzanie szczegdlne rownania rozniczkowego przedstawia sie nastepujgco:
y = sinx CSRR.
7.3. Réwnania rézniczkowe liniowe .

Réwnanie postaci

y' + P(x)y = Q(x), (9)

gdzie P i Q sg funkcjami ciggtymi w pewnym przedziale nazywamy réwnaniem rézniczkowym
liniowym (rzedu pierwszego), przy czym mowimy, ze jest to réwnanie jednorodne (RJ) jesli

Q(x)=0,
za$ niejednorodne (RN), gdy funkcja Q nie jest tozsamosciowo réwna zeru.
Catka ogdlna (rozwigzanie ogdlne) rownania jednorodnego
y' + P(x)y = 0 RJ (Réwnanie Jednorodne) (10)
opisana jest wzorem
y = e "P@Ax+C = o ~P()dx . oC = ( o ~P()AX ((C, _ stata dowolna)

( jesli C jest stata dowolng, toe® = C; tez jest stat3 dowolna. Rozwigzanie ogdlne —
otrzymujemy rozdzielajgc zmienne tak jak w PRzyKtADACH 1.- 4.



y = Clef_P(")dx CORJ Catka Ogdina Rownania Jednorodnego  (11)
Catka ogdlna (rozwigzanie ogdlne) réwnania niejednorodnego
Yy + P(x)y = Q(x)
mozna znalez¢ uzmienniajgc we wzorze (11) stata €y, tj. szukajac rozwigzania w postaci
y = Cy(x)ef P
FAKT:
CORN=CORIJ+CSRN (12)

Catka Ogodlna Réwnania Niejednorodnego jest sumg Catki Ogdlnej Rownania Jednorodnego i
Catki Szczegdlnej Réwnania Niejednorodnego.

CSRN poszukujemy metodq uzmienniania statej (MUS) w postaci
Ys = Ci(x)ed ~PO, (13)
Po zrdzniczkowaniu
Ys = C{(0)e) PO — P(x)C; (x)e) ~POIH
i wstawieniu do réwnania (9) otrzymujemy
C(x)el PO — P(x)Cy (x)e! "PDX 4 P(x)C, (x)e PO = Q(x),
czyli
Ci(0)el ~PO= (),
C{(x)= Q(x )eJ PXIx,

co po scatkowaniu daje

C;(x) =fQ(x)efP(x)dxdx.

Statg catkowania wybralismy réwng 0, gdyz interesuje nas rozwigzanie szczegdlne, wiec
mozemy wybraé najdogodniejszg postac funkcji pierwotnej.

CSRN @y, = ([ Q(x)el PWax gy ) . ef =P@ax ( hodstawiamy do wzoru (13))

CORN: y = Cyel ~POI8x 4 ([ Q(x)el POIxdy ). of ~P(¥)ax



Sposdb wyznaczenia nieznanej funkcji C; (x) wyjasnimy na przyktadzie.

PRzYKtAD 5.

Rozwigzac rownanie
2
y' + 2xy = xe™".

Rozwigzanie:
Znajdujemy najpierw catke ogdlng réwnania jednorodnego

y +2xy=0 RJ
Rozdzielajgc zmienne dostajemy
 _ —2xdx,
y

a po scatkowaniu
In|y| = —-x2+C

i ostatecznie
.2
= g X" *C
czyli

y =Ce™ CORJ.

Uzmienniajac statg C; mamy
Ys = C1(x)e™,

a stad
y! = Cl(x)e ™" — 2xCy(x)e™*".

Wstawiajgc prawe strony dwoch ostatnich réwnan do y' + 2xy = xe™

dostajemy
Cl’(x)e"c2 — 2xCl(x)e‘x2 + ZxCl(x)e"‘2

i po uproszczeniu

Ci(x) = x.
Zatem
2
X
C = —
1 () 2

i ostatecznie

2 2

CSRN : y, = %e"‘ ,

x2



a poszukiwana catka ogdlna przyjmie postac:

2 2

. — —x2 | X _x? _ X%\ —x
CORN: y = (Cye +t5e —(Cl+2)e .
PRZYKtAD 6.

Znalez¢ catke szczegdlng réwnania y' — % = 2x? spetniajgcg warunek poczatkowy y(1) = 3.
Rozwigzanie:

Najpierw rozwigzujemy réwnanie liniowe jednorodne

y' =2=0. R
Stad
dy dx
y x’
In|y| = In|x| + InC,
czyli
y = Cx, CORJ
i nastepnie
ys = C(x) " x.

Rdzniczkujgc obustronnie otrzymujemy:
ys = C'(x)x + C(x).

Wstawiajac te funkcje do réwnania y' — % = 2x2

mamy C'(x)x + C(x) — C(J;J = 2x?, a nastepnie C'(x)x = 2x2, czyli C'(x) = 2x.

Po scatkowaniu dostajemy: C(x) = x?2.

Zatem
CSRN: y, = x%-x = x5,

a poszukiwana catka przyjmie postac

CORN: y = Cx + x3.

Przy warunku poczatkowym y(1) = 3, 3 =C-1+ 13, azatem C = 2.
Poszukiwana catka szczegdlna ma postaé: y = 2x + x3.

Metoda przewidywan. Metoda ta polega na odgadnieciu CSRN, a nastepnie skorzystaniu z
twierdzenia, ze

CORN=CORJ+CSRN, (14)

przy czym CORJ obliczamy tak jak poprzednio. Metoda ta jest fatwiejsza do niz MUS, jednakze
nie zawsze mozemy te metode stosowac. Jezeli CSRN nie umiemy przewidzie¢-wdwczas



stosujemy metode MUS, ktdra jest uniwersalng do ro rozwigzywania réwnan rézniczkowych
liniowych | -go rzedu.

Metode przewidywan stosujemy wéwczas, gdy funkcja P( x ) wystepujaca w rownaniu (9)
jest statatzn. P(x ) = p, a ponadto funkcja Q( x ) wystepujgca w (9) jest:

1) wielomianem W, (x) stopnian, Q(x) = W, (x),
2) sumag postaci Q(x) = asinwx + Bcoswx,

3) funkcja postaci ae?, gdy b # —p,

4) sumg lub iloczynem funkcji typdéw 1) — 3).

W kazdym z wymienionych przypadkéw CSRN nalezy przewidzie¢ w tej samej postaci co
Q(x) , zachowujac odpowiednio: stopien wielomianu, liczbe w, liczbe b, przyjmujac w
miejsce pozostatych statych (wspdtczynniki wielomianu, a, § oraz a) pewne state (4, B,

C, ...) chwilowo nieokreslone, ktdére nastepnie wyznaczymy z warunku

Yy +p-y=0(x). (15)
Rozwigzywanie za pomocg metody przewidywan wyjasnimy na przyktadach.
PRzYKLAD 7 .
Znalez¢ catke ogdlng réwnania y’ + 4y = x% + 2x — 3.
Rozwigzanie:
Najpierw rozwigzujemy RJ : y' + 4y = 0.

Mamy:

2= —4y, dy—y —4dx, In|y| = —4x +C, y = C;e™* — COR|

Poniewaz Q(x ) = x2 + 2x — 3 - wielomian stopnia 2, zatem CSRN przewidujemy w postaci
ys = Ax* + Bx + C,
stad
y's = 2Ax + B.
Wstawiajac ys oraz ye do réwnaniay’ + 4y = x2 + 2x — 3 otrzymamy:
2Ax + B+ 4(Ax*+ Bx + C) = x?> + 2x — 3.

| dalej 4Ax* + x(2A+4B) + B+ 4C = x> + 2x — 3.

Poréwnujgc wspoétczynniki przy odpowiednich potegach x otrzymujemy:



4A=1 => A=-
3

2A+4B =2 => B=§

B+4C=-3 => (= 27
- - 32
Zatem funkcja ys = %xz + %x - % jest CSRN i wobec wzoru (14) mamy ostateczne

rozwigzanie CORN postaci:

— —4x l 2 3 — 2
y = Ce +tox +8x e
PRZYKtAD 8.
Znalez¢ catke szczegdlng réwnania y' + 2y = xe* spetniajaca warunek poczatkowy
y(0) = 2.
Rozwigzanie:

Najpierw rozwigzujemy RJ : y' + 2y = 0.

Mamy:

2= 2y, dy—y = —2dx, Inly| = —2x+C, y = C;e™®* — COR|

CSRN przewidujemy w postaci iloczynu wielomianu stopnia I-go oraz funkcji wyktadniczej e*:

ys = (Ax + B)e”,
Stad y¢ = Ae* + (Ax + B) e”*.

Wstawiamy yg orazy; do y' + 2y = xe* i dostajemy

Ae* + (Ax + B)e* +2(Ax + B)e* = xe”,

czyli
A+ (Ax + B) +2(Ax + B) = x, obustronnie podzielilismy przez e*
i dalej
3Ax+ A+ 3B =x.
Zatem

3A=1 => A=.
-1 = =3
A+3B=0 => B=—§.

CSRN ma postac: yg = Gx — %) e”.



C oy — -2x 1, _1)x
CORN: y = (e +(3x 9)6.

Uwzgledniajgc warunek poczatkowy y(0) =2 => 2 =(; —g stad C; = % . Szukang

catka szczegdlng jest wiec funkcja

3 9
PRzYKLAD 9.
Znalez¢ catke szczegdlng rownania y' — 3y = —cos3x spetniajgcg warunek
poczatkowy y(0) = 1.
Rozwigzanie:

Najpierw rozwigzujemy RJ : y' — 3y = 0.

Mamy:

2 =3y, dy—y =3dx, Inly| =3x+C, y = C;e® — COR

CSRN przewidujemy w postaci:
Vs = Asin3x + Bcos3x. przewidujemy petng postac wyrazenia
mimo, ze w przyktadzie wystepuje tylko
—c0S3x.
Stad: ye = 3Acos3x — 3Bsin3x.
Wstawiamy ys orazys do y' — 3y = —cos3x iotrzymujemy:
3Acos3x — 3Bsin3x — 3(Asin3x + Bcos3x) = —cos3x.

Porownujemy tym razem wspotczynniki przy sin3x i cos3x:

cos3x: 3A—-—3B=-1
sin3x: —3A—3B =0

[N

Rozwigzujac uktad réwnan otrzymujemy: A = —% B =

CSRN ma postac: ys = —%sinSx + %cos3x.

CORN: y = (,e3* — %sin3x + icos}}x.



Uwzgledniajgc warunek poczatkowy y(0) =1 => 1=C, —0 +% => (; = 2.

3x

Szukana catka szczegdlng jest wiec funkcja y = ge - %sin?)x + écos3x

Podamy teraz twierdzenie pozwalajgce rozwigzywac réwnanie jesli funkcja Q (x) jest suma
funkgji.

TWIERDZENIE 1. Suma catki szczegdlnej réwnania

Q:(x)

Yy + P(x)y
i catki szczegdlnej rownania

Q2(x)

y' + P(x)y
jest catkg szczegdlng réwnania
y'+ P(x)y = Q1(x)+ Q(x).

| rozwigzemy kilka przyktadéw ilustrujgcych Twierdzenie 1.

PrzyktAD 10.

Znalez¢ catke szczegdlng réwnaniay’ + 3y = x? + 2cos3x + sin 3x spetniajaca

warunek poczatkowy y(0) = »

9
54
Rozwigzanie:

Najpierw rozwigzujemy RJ : y' + 3y = 0.

Mamy:

% = —3y, dyy = —3dx, Inly| = -3x+C, y=Ce 3 — CORJ

Z Twierdzenia 1. wynika, ze suma CRSN
y 43y =x%. (*)
i suma CSRN
y' + 3y = 2cos3x + sin 3x. (**)
bedzie rozwigzaniem naszego wyjsciowego réwnania.

CSRN (*) przewidujemy w postaci: y, = Ax? + Bx + C,

stad y's = 24Ax + B,



zatem podstawiajac y, orazy; doy’ + 3y = x? otrzymujemy

2Ax + B + 3(Ax? + Bx + C) = x2.

Poréwnujgc wspodtczynniki przy odpowiednich potegach x otrzymujemy:
x% 3A=1

x:  2A+3B=0
x% B+3C=0

Rozwigzujemy uktad réwnan i otrzymujemy: A = %, B=—-, C=—.
Czyli CSRN (*) otrzymalismy w postaci: y, = §x2 - %x + 22—7
CSRN (**) przewidujemy w postaci:

ys = Asin3x + Bcos3x.
Stad: ye = 3Acos3x — 3Bsin3x.
Wstawiamy yg orazys do y' + 3y = 2cos3x + sin3x i otrzymujemy:
3Acos3x — 3Bsin3x — 3(A4sin3x + Bcos3x) = 2cos3x + sin3x .

Poréwnujemy tym razem wspotczynniki przy sin3x i cos3x,
cos3x: 3A—3B=2
sin3x: —3A—-3B =1

Rozwigzujac uktad réwnan otrzymujemy: A = % B = -5

CSRN ma postac: y, = %sin?)x - §c053x.

CORN: y = C;e3* — %sin3x + %cos3x.
Uwzgledniajac warunek poczatkowy y(0) = ;—z dostajemy

1 . 1 49
C,e% —=sin0 + - cos0 = —,
6 6 54

c +1_49 o 40 20
176 54 17 547 27

3

Szukana catka szczegdlng jest wiec funkcja y = ge r— ésin3x + §c053x.



CWICZENIA.

1. Stosujgc metode przewidywan znalezé catke szczegdlng réwnania, spetniajgcg podany obok
warunek poczatkowy:
a. y' +y=cosx, y(0)=05
y' =5y =—x2, y(0)=0.25
y +y=2x, y(0)=-1
y ' —=3y=e**—x, y(1)=0
y'—6y = sinx+x3,y(0)=1
y' +0.5y=-2cosx, y(0) =1
1

, 1
vy +y= (x+2)(EC052x), y(0) = >

S ®m "0 o0 o

y'—2y =e*cosx, y(0)=2.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO OBLICZENIA.

1. Znalez¢ nieosobliwe rozwigzania réwnan o zmiennych rozdzielonych:
a) y'tgx—y=-2
b) y?y' =1-—2x
c) y' = cos?y
d y' + (1 —yH)tgx = 0.

2. Rozwigzac réwnania liniowe:

a) y+y=e™*
b) y' —2xy = x3
c) y'—3y=e*
d) ¥y'+y = cosx.

3. Rozwigzad rownania rdzniczkowe przy podanych warunkach poczatkowych:
)y +y=3 ., y0=1
b) y' + ytgx = cos®x, y (%) = %
o)y’ —3y=e%, y(0)=2
d)y’—§y=x+1, y(1) = 2.



8. ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE II-GO RZEDU O STALYCH
WSPOtCZYNNIKACH

OPIS:

Istniejg metody rozwigzywania réwnan rdzniczkowych pewnych szczegdlnych typdéw, jednak wiele
rownan rézniczkowych nie ma rozwigzan, ktére datyby sie wyrazi¢ w postaci jawnej. W praktyce
matematycznej czesto wazniejszg informacjg od samej postaci rozwigzania jest informacja o jego
istnieniu (gdyz nie kazde rownanie rézniczkowe musi je mieé). W przypadku réwnan rdzniczkowych,
o ktorych wiadomo, ze majg rozwigzanie, czesto (szczegdlnie w zastosowaniach) wystarczajgce jest
znalezienie rozwigzania przyblizonego (np. stosujgc metode aproksymacji). Obecnie prowadzi sie wiele
badan nad kolejnymi schematami rozwigzywania réwnan rozniczkowych, gdyz majg one wiele
zastosowan praktycznych. Przy wielu uniwersytetach powstajg specjalne katedry réwnan rézniczkowych
zajmujace sie praktycznie tylko szukaniem rozwigzan kolejnych przetomowych réwnan . W rozdziale tym
zajmiemy sie pewnym szczegdlnym przypadkiem réwnan rézniczkowych wyzszego rzedu, a mianowicie
réwnaniami liniowymi rzedun o statych wspdtczynnikach, dla ktérych to réwnan mozemy opisac
metode prowadzgcg do znalezienia rozwigzan. Nalezy bowiem zdawac sobie sprawe, ze nie ma metod
umozliwiajgcych doktadne rozwigzanie dowolnego rownania rozniczkowego.
W praktyce czesto zadowalamy sie rozwigzaniami przyblizonymi. Szukaniem rozwigzan przyblizonych
zajmuje sie dziat matematyki zwany metodami numerycznymi.

CEL: Zdobycie umiejetnosci rozwigzywania réwnan roézniczkowych liniowych ll-go rzedu metodg
uzmienniania statej i metoda przewidywan ( wspdtczynnikdw nieoznaczonych). Zrozumienie faktu, ze
réwnania rézniczkowe sg wazne nie tylko przy rozwigzywaniu problemdéw matematycznych, ale takze w
wielu rzeczywistych zastosowaniach

dobyte umiejetnoéci:

1. Umiejetno$¢ rozwigzywania réwnan rézniczkowych liniowych 1l-go rzedu.
2. Zapoznanie sie z zastosowaniami rownan rézniczkowych w modelowaniu matematycznym
wybranych procesdw wystepujgcych w praktyce .

Wymagania wstepne: Wiedza z zakresu analizy matematycznej - pochodnych, catek, réwnan
rozniczkowych I-go rzedu. Wiedza z zakresu algebry liniowej i geometrii analityczne;.

Zastosowania funkcji w rzeczywistych problemach: Réwnania rézniczkowe, bedace wazna czescia
matematyki, wyrdézniajg sie wszechstronnym zastosowaniem. Doskonale sprawdzajg sie do rozwazania
mnostwa zagadnien, a wiekszos¢ modeli matematycznych jest opisywana witasnie dzieki nim. Dzieki
temu sg obecne w réznych naukach — fizyce, chemii, biologii czy medycynie. Przyktady zastosowan
réownan rozniczkowych w praktyce, w réznych dziedzinach nauki:

e rownania Cauchy’ego-Riemanna w analizie zespolonej

e réwnania Einsteina-Infelda-Hoffmanna

e rownania Hamiltona w mechanice klasycznej

e rownania Maxwella

e rownania opisujgce konwekcje swobodng w termodynamice

e rownania opisujgce zasady dynamiki Newtona

e rownania zwigzane z czasem potowicznego rozpadu izotopow w fizyce jadrowej



e rownania Cauchy’ego-Riemanna w analizie zespolonej

e rownania Einsteina-Infelda-Hoffmanna

e rownania Hamiltona w mechanice klasycznej

e rownania Maxwella

e rownania opisujgce konwekcje swobodng w termodynamice
e rownania opisujgce zasady dynamiki Newtona

e rownania zwigzane z czasem potowicznego rozpadu izotopow w fizyce jadrowe;j
e réwnanie Einsteina w teorii wzglednosci

e réwnanie falowe

e rownanie Naviera-Stokesa w mechanice ptynéw

e réwnanie Poissona-Boltzmanna

e rownanie przewodnictwa cieplnego w termodynamice

e rownanie Laplace’a opisujgce harmoniki

e réwnanie Poissona

e rownanie Schrodingera w mechanice kwantowej

Spis tresci

8.1.Réwnania rézniczkowe liniowe o statych wspétczynnikach
8.2 Réwnania rézniczkowe liniowe ll-go rzedu o statych wspotczynnikach

7.1. Réwnania rézniczkowe liniowe o statych wspétczynnikach

Réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu zawiera n-tg pochodng y™ oraz ewentualnie
rowniez pochodne nizszych rzedow, funkcje niewiadoma y = y(x) i zmienna niezalezna x.

Zatem réwnanie liniowe n-tego rzedu o stafych wspdtczynnikach, to réwnanie postaci:

any(n) + an_ly(n—l) 4+ 4 azy” + aly’ +ay = f(x), (1)

gdziea, #0, a; €R, i =0,1,2,...,n.

Rozwigzaniem jest rodzina zmiennej x, w ktérej wystepuje n statych dowolnych. Takie
rozwigzanie nazywa sie rozwigzaniem ogdlnym albo catkq ogding. Kazda konkretna funkcja z
tej rodziny nazywa sie rozwigzaniem szczegélnym (catkg szczegdlng). Zamiast statych
dowolnych mamy teraz konkretne liczby. Czasami chcemy wyznaczy¢ catke szczegdlng
rownania spetniajgcg warunki poczatkowe:

yx) =yo, ¥ () =y, Y'() =Yz, , ¥V (x0) = Yno1,
X0, Y0, Y1, » Yn—1 — konkretne liczby. (2)



Warunki takie nazywamy warunkami poczqgtkowymi (zagadnienie Cauchy’ego)

8.2. Réwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o statych wspdtczynnikach

Rozwigzywanie réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego drugiego rzedu
polega na wyznaczeniu CORJ, a nastepnie zastosowaniu metody uzmiennienia statej, badz
przewidywan. Na wyktadzie uwzglednimy tylko metode przewidywan. (Dla réwnan wyzszych
rzedow schemat postepowania jest taki sam.)

Rownanie liniowe jednorodne rzedu drugiego o statych wspotczynnikach

Rownanie liniowe jednorodne rzedu Il o statych wspdtczynnikach ma postaé
ay"+by'+cy =0, (3)
gdzie a, b, ¢ sg dowolnymi liczbami ia # 0.
Jego rozwigzania poszukujemy w postaci
y@) = e™ (4)
gdzie r dobieramy tak, aby funkcja (4) spetniata rownanie (3).
Po wyznaczeniu pochodnych y'(x) = re™, vy"(x) =r?e™
i podstawieniu do réwnania (3) dostajemy
ar?e™ + bre™ + ce™ = 0.
Dzielimy obustronnie to réwnanie przez e™ i dostajemy
ar> +br +c=0. (5)
Zatem réwnanie rézniczkowe bedzie spetnione dla kazdego x wtedy i tylko wtedy, gdy r bedzie
pierwiastkiem otrzymanego réwnania kwadratowego. Réwnanie (5) nazywamy réwnaniem

charakterystycznym réwnania (3).

Pierwiastki rownania charakterystycznego s3 zdeterminowane wartoscia
wyréznika A = b? - 4ac.

Przypadek | (A > 0)
Réwnanie ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste r1 i ro. Zatem kazda z funkcji

— pNXx — phX
yi=er, Y2 =¢€2



jest rozwigzaniem réwnania rozniczkowego. Funkcje te tworzg tzw. uktad podstawowy
catek réwnania, a to oznacza, ze CORJ ma postac

y =C,e"* + C,e"2* (6)
gdzie C1 i C; sg dowolnymi statymi.
Przypadek Il ( A= 0)

Réwnanie ma dwukrotny pierwiastek rzeczywisty ro. Mozna sprawdzi¢ (wstawiajgc do
réwnania), ze oprocz funkg;ji

y1 = e’o*
réwniez funkcja
yz — xerox

jest rozwigzaniem rownania rozniczkowego. Ponadto obie funkcje stanowig uktad podstawowy
catek, zatem CORJ ma w tym przypadku postac

y = C,e"* + C, xe™*

(7)

gdzie C1i C; sg dowolnymi statymi.

Przypadek Il (A< Q)

Réwnanie ma dwa rdzne pierwiastki zespolone, sprzezone ri=a + iff oraz r; =a — if3. Mozna
wykaza¢, ze CORJ ma w tym przypadku postac

y(x) = e**(Cy sin Bx + C, cos Bx) (8)
gdzie C1i C; sg dowolnymi statymi.
PRZYKtADY : Rozwigzad rownania
1L.y"—y=0
Réwnanie charakterystyczne: 72 —1 =0
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste r1 = 1ir; =-1, wiec CORJ jest postaci
y=Ce*¥+Ce™ .

2.y"+2y"+y=0



Réwnanie charakterystyczne 12 +2r+1 =10
ma pierwiastek dwukrotny ro = -1, wiec CORJ jest postaci

y = Cie ™ + Cyxe™.

3.9"+y=0
Réwnanie charakterystyczner? + 1 = 0

ma dwa rdézne pierwiastki zespoloneri=i oraz r;=-i (a=0, [ =1), wiec CORJ jest
postaci

y =C;sinx + (C,cosx .

Rdwnanie liniowe niejednorodne rzedu drugiego o statych wspdfczynnikach.
Rownanie liniowe niejednorodne rzedu Il o statych wspdétczynnikach ma postac

ay"+by'+cy =f(x), (9
gdzie a, b, ¢ sg dowolnymi liczbami ia # 0.
Schemat postepowania prowadzgcego do znalezienia CORN jest analogiczny jak w przypadku
rownania liniowego rzedu pierwszego. W pierwszej kolejnosci wyznaczamy CORJ, a nastepnie
metodg przewidywan znajdujemy CORN. Zagadnienie Cauchy'ego rozwigzujemy dobierajac
state w CORN.
Rozwigzanie réwnania (9) jest w postaci

y(x) = C1y1(x) +C y,(x) + ys(x), CORN=CORJ+CSRN (10)

gdzie y;(x), y,(x) obliczamy w sposdb opisany dla jednorodnego réwnania liniowego (3), a
¥s(x) jest rozwigzaniem szczegdlnym dla f(x) # O.

W metodzie przewidywan (nieoznaczonych wspotczynnikdw) zaktadamy (zgadujemy) postac
rozwigzania ys;(x) w zaleznosci od postaci funkcji f(x):

ZASADA 1.
f(x) =Ws(x)eb* ,
gdzie W;(x) jest wielomianem stopnia s, wéwczas ys(x) przewidujemy w postaci:

ys(x) = Qs(x)xkepx )



gdzie Q4(x) jest tez wielomianem stopnia s, natomiast k jest krotnoscig pierwiastka
p wielomianu charakterystycznego.

ZASADA 2.

f(x) = e*™(m sinfx + ncosfx),

woweczas Ys(x) przewidujemy w postaci:

ys(x) = e**(A4 sinfix + B cosfix)x

gdzie a £+ Bi jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego.

ZASADA 3.

Jezeli f(x) jest suma kilku funkcji opisanych w ZasabpAacH 1. oraz 2., to dla kazdej z tych funkgji
oddzielnie przewidujemy i obliczamy catke szczegdlng, a nastepnie wszystkie otrzymane catki
szczegdlne sumujemy.

WNIOSEK 1.

Jezeli f(x) = Wg(x) ijezeli O jest k-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to

ys(x) przewidujemy w postaci ys(x) = Qs(x)x* , gdzie Q,(x) jest wielomianem stopnia
sS.

WNIOSEK 2.
Jezeli f(x) = qeP* ijezeli p jest k-krotnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego, to

ys(x) przewidujemy w postaci y(x) = AeP*xk

ZASADY 1.-3. zilustrujemy na ponizszych przyktadach.
PRZYKLADY :

Rozwigzac nastepujgce réwnania rézniczkowe drugiego rzadu, tam gdzie podano warunki
poczgtkowe wyznaczy¢ state Cy, Cy:

1. y" — 4y = —12x% + 6x - 4.
Rozwigzanie:

Réwnanie charakterystyczne: 72 — 4r = 0 ma dwa pierwiastkir; =0, 7, = 4 .



CORJ: y=C;+ Cre™™,

Przewidujemy CSRN: ys = x(Ax? + Bx + C) , bo r = 0 jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego.

Obliczamy pochodne:

y's =34x*+ 2Bx + C

y"'s = 6Ax + 2B,

A nastepnie  y., y"'s wstawiamy do réwnania y"' — 4y’ = —12x? + 6x - 4. Dostajemy:
6Ax + 2B — 12Ax? — 8Bx — 4C = —12x% + 6x - 4.

Porownujemy wspotczynniki przy odpowiednich potegach x :

x% —12A=-12 => A=1

x: 6A—8B=6 => B=0

x%: 2B—-4C=-4 => (C=1.

Zatem y, = x(x? + 1) CSRN.

| ostatecznie y = C; + Cpe**+ x(x* + 1) CORN.

2.y"=2y"+y = 3e%, y(0)=1, y'(0) =3
Rozwigzanie:
Rownanie jednorodne: y" — 2y' + y = 0.

Réwnanie charakterystyczne: v?2 — 2r + 1 = 0 ma pierwiastek dwukrotny 1, = 1. Zatem
CORIJ jest postaci

y = Cie* + Cyxe”.
Przewidujemy CSRN: y, = Ae?* - 2 nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
Obliczamy pochodne :
y's = 24e%*

y"s = 4Ae?*.



A nastepnie  ys , Vs, ¥"'s wstawiamy do réwnaniay’ — 2y’ + y = 3e?*:
4Ae?* — 4Ae* + Ae?* = 3e?*,

Zatem A = 3iwtedy y, = 3e?* CSRN,

Wobectego v = C,e* + C,xe* + 3e** CORN.

Poniewaz mamy warunki poczatkowe:, y(0) =1, y'(0) = 3, musimy wyznaczy¢ state
Cy, C,. W tym celu musimy policzyé pochodng y = C,e* + C,xe* + 3e?*:

y' = Cie* + Ce*+Cxe* + 6e?*.

1=Cl+3

3=C,+C, +6 ,astad ¢; = -2, C, = —1.

| teraz mamy ukfad rownan: {

Wobec tego rozwigzanie rownani a przedstawia sie nastepujgco:
y = —2e* — xe* + 3e?*,

3. ¥y +9y =sin3x

Rozwigzanie:

RI: ¥ 4+9y =0;

Réwnanie charakterystyczne: 72 + 9 = 0.

Widzimy, ze A< 0, A= —39 stadr, =3i, r, = =3i,zatema =0,8 = 3.

CORJ: y = C; cos 3x + C, sin 3x.

Przewidujemy y, = (Acos3x + Bsin3x)x - bo 0+3i jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego

Obliczamy

y's = (—3A sin 3x + 3Bcos 3x)x + (Acos 3x + Bsin 3x)

y"'¢ = (=94 cos 3x — 9Bsin3x)x + (—3Asin 3x + 3Bcos 3x) + (—3A sin 3x +
3B cos 3x), czyli

y"'s = (=94 cos 3x — 9Bsin3x)x + (—6Asin 3x + 6Bcos 3x).

Wstawiajgc y,, ¥''s doréwnania y'" + 9y = sin3x otrzymujemy



6B cos 3x — 64 sin 3x = sin 3x.
Zatem —6A=1, A=—-=
6B=0, B=0.
CSRN: ys = (—%cos Sx) X
CORN: y=C;cos3x + C,sin3x — % (cos 3x)x.
4. y" —4y' + 4y = 8(x? + e?* + sin 2x).
Rozwigzanie:
RI: y'"—4y" +4y =0.
Réwnanie charakterystyczne: r? — 4r + 4 = 0, Ty = 2,
CORJ:y = Cie?* + Cyxe?*.

Poniewaz prawa strona 8(x? + e2* + sin 2x) jest suma trzech funkcji, wiec stosujgc ZASADE 3.
bedziemy szukac catek szczegdlnych rownan:

1) y" —4y' + 4y = 8x?,
2) vy —4y' + 4y = 8e?,
3) ¥y" —4y' 4+ 4y = 8sin2x.

Ad. 1)
Stosujemy WNIOSEK 1. Poniewaz O nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, wiec
przewidujemy y; = Ax? + Bx + C.

Obliczamy:
y's =2Ax+ B
yIIS — ZA

i wstawiamy do réwnania y" — 4y’ + 4y = 8x2:
2A — 4(2Ax + B) + 4(Ax? + Bx + C) = 8x2.
Poréwnujgc wspotczynniki otrzymujemy uktad rownan:
4A =8 =>A=2
—-84+4+4B=0 =>B=4
2A—4B+4C=0 =>(C=3

CSRN 1) : ys = 2x? + 4x + 3.



Ad. 2)

2 jest pierwiastkiem dwukrotnym réwnania charakterystycznego, zatem przewidujemy
ys = De?*x2.

Obliczamy

y', = D(2e*x* + 2e**x)

y's = D(4e®x? + 4e*x + 4e? x + 2e?%).

Wstawiamy do réwnania y”’ — 4y’ + 4y = 8e?* i otrzymujemy

De?*(4x? 4+ 8x + 2) — 4De?*(2x? + 2x) + 4De**x? = 8e?¥,

czyli
D(4x? +8x +2) —4D(2x? + 2x) + 4Dx? = 8.

Porownujgc wspdtczynniki dostajemy:

x%: 4D-8D+4D =0,

x: 8D — 8D =0, dwa pierwsze rownania sq tozsamosciami
x% 2D=8 =>D=4.

Zatem CSRN 2): y, = 4e?*x2,

Ad. 3)

Poniewaz A nie jest ujemna zatem przewidujemy

ys = E cos 2x + F sin 2x.

Nastepnie obliczamy:

y's = —2Esin2x + 2F cos 2x

y''s = —4E cos 2x — 4F sin 2x.

W rezultacie

y" —4y'+ 4y = (—4E — 8F + 4E) cos 2x + (—4F + 8 E + 4F) sin 2x = 8sin 2x.
cos2x: —4E —8F +4E =0

sin2x: 8E —4F + 4F =8,



astagd E=1, F=0.

Zatem CSRN 3): y, = cos 2x.

Stosujgc ZASADE 3. Przewidywania catki szczegdlnej otrzymujemy
CORN: y = C,€** + Cyxe** + 2x% + 4x + 3 + 4e**x? + cos 2x.

PRZYKtADOWE ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI

[http://wyznacznik.pl/rownania-rzedu-drugiego-o-stalych-wspolczynnikach-zadania]

Rozwigz rownanie rzedu Il metoda przewidywan:

Ny -2 +y=2a",

Rozwigzanie

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne:
y' =2y +y=0

Réwnanie charakterystyczne:

r — 21;+ 1=0
(r—1)"=0
ro=1 — pierwiastek podwdjny

Rozwigzanie réwnania jednorodnego:

y; = Cie” + Chae®

2. Szukamy rozwigzania szczegdlnego metody przewidywan. Poniewaz prawa strona jest
postaci flz)=a’_ wielomian stopnia trzeciego, to réwniez rozwigzanie szczegdlne bedzie
takiej postaci. Wobec tego:

Yo, = Aa® + Ba* + Cx + D

Liczymy pierwszg i drugg pochodna:

y.. =3A2" + 2Bx + C

Y. =6Ax+ 2B ‘

Wstawiamy do wyjsciowego rownania y' =2y +y =2’

Wymnazamy i grupujemy przy odpowiednich potegach :
A2’ + 2 (=6A+ B) + 2 (6A —4B+C)+2B - 2C + D = 2*

Porownujemy wspotczynniki po lewej i prawej stronie:

Wyliczajac kolejno 4. B. C, D otrzymujemy:

A=1
B=6
C=18
D =24

Zatem rozwigzanie szczegdlne ma postac:

Y. = ° + 627 + 182 + 24 _

3. Rozwigzanie koncowe rownania y' =2 +y =2’ to:
Y=Y+ Ys:

y = Ce” + Chae® + 2° + 62 + 182 + 24



2y —y =2,

Rozwigzanie

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne tak jak w poprzednich zadaniach:

y' —y=0

Rownanie charakterystyczne:

P —1=0

(r+1)(r—-1)=0

ri=—-1V rp=1

Rozwigzanie rownania jednorodnego:

yj = Cre™" + Che”

2.Szukamy rozwigzania szczegdlnego metodag przewidywan. Poniewaz prawa strona jest
postaci f (z) = 2“‘21:, to réwniez rozwigzanie szczegdlne bedzie takiej postaci. Wobec tego:
¥or = Ae®

Liczymy pierwszg i drugg pochodna:

., =2A4e*

Yl =4Ae*

Wstawiamy do wyjsciowego rownania y'—y=2e
4Ae® — Ae® = 2e*

3A4e* = 2™

2z

.}_4_—22
~3
Zatem rozwigzanie szczegolne ma postac:
2z
Ysz = E( )
3. Rozwiazanie koricowe réwnania ¥ — ¥ = 2¢” to:
Yy=Y;+Ys:

y = (-vl(.—.r + (-12()1 + %FQJ‘
3)y" — 6y = cos2x,

Rozwigzanie

1. Rozwigzujemy rownanie jednorodne tak jak w poprzednich zadaniach:
y' —6y =0

Rownanie charakterystyczne:

P —6r=>0

rir—6)=20

r = O W o = 6

Rozwigzanie réwnania jednorodnego:

y; = C " 4 Chet”

yi=Cr+ Che™™

2. Szukamy rozwigzania szczegdlnego metodg przewidywan. Poniewaz prawa strona jest
postaci f(x)= (‘052-"', to rozwigzanie szczegdlne bedzie postaci:

Ys. = Asin2x + B cos2x

Liczymy pierwszg i drugg pochodna:

y..=2Acos2x — 2Bsin 2z

y.. = —4Asin 2z — 4B cos2x



Wstawiamy do wyjsciowego réwnania ¥ — 6y" = cos2a;
—4Asin2x — 4B cos2x — 6 - (2A cos2x — 2B sin 2x) = cos 2w
Wymnazamy i grupujemy przy sin 2 i cos2a:

sin2x (—4A + 12B) + cos2z (—4B — 12A) = cos2x

Poréwnujemy odpowiednie wspdtczynniki:

{—4}1 +12B=10

—4B —-12A=1
Rozwigzujemy powyzszy uktad réwnan dowolng metodg i otrzymujemy:
A=-3%
B=-4%
Zatem rozwigzanie szczegélne ma postac:
Ysz = ~10 sin 2x — 0 cos2x o
3. Rozwigzanie koricowe réwnania ¥ — 6y = cos2x to;
Y=Uj+Ys: " '
= C} + Ce®® — —sin 2z — — cos2x
O TV 10

4) 5y" — 6y’ + 5y = 6sina — 12cosx,

Rozwigzanie

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne tak jak w poprzednich zadaniach:
5y" — 6y’ + 5y =0

Rownanie charakterystyczne:

52 —6r+5=0

A=36-4-5.-5=—64=064> VA=8i

6-8i _3 4
M= ——= — — —
'~ 275 "5 5
L _6+8i_3 4
27725 575

Rozwigzanie réownania jednorodnego:

3, 4 4
Y= ei® . (C’l sin g + CY cos g.zr)

2.Szukamy rozwigzania szczegdlnego metoda przewidywan. Poniewaz prawa strona jest
postaci f (#) = 6sinz — 12cosx to rozwiazanie szczegdlne bedzie postaci:
Ys- = Asinx + Bcosx
Liczymy pierwszg i drugg pochodna:
Y., = Acosx — Bsinz
y.. = —Asinx — Bcosx
Wstawiamy do wyjsciowego rownania 59" — 6y' + by = bsinw — 12cosa _¢wjiczenie dla studentow
Wymnazamy i grupujemy przy sina i cosa:
sine (=HA + 6B + 5A) + cosa (5B —6A+ 5B) = 6sina — 12cosx
sina - 6B +cosa - (—6A) = 6sina — 12cosa
Poréwnujemy odpowiednie wspdtczynniki:
{ 6B =6
—64=-12

A=2
B=1



Zatem rozwigzanie szczegdlne ma postac:

Ys» = 28N T + cOST

3. Rozwiazanie koricowe réwnania 59" — 6y’ + by = 6sina — 12cos @ 1.
Yy=1; + Y-

5)y" — 5y + 6y = 13sin 3z,

Rozwigzanie

1. Rozwigzujemy rownanie jednorodne tak jak w poprzednich zadaniach:
y' =5y +6y=0

Rownanie charakterystyczne:

rP —5r+6=0

2.1

Rozwigzanie rownania jednorodnego:
.Uj — (—vlFQJ + (12(331
2.Szukamy rozwigzania szczegdlnego metoda przewidywan. Poniewaz prawa strona jest
postaci f(x) = 13sin 3~’-', to rozwigzanie szczegdlne bedzie postaci:
Y- = Asin3x + B cos3x
Liczymy pierwszg i drugg pochodna:
y.. =3Acos3z — 3Bsin3x
y.. = —9Asin 3z — 9B cos3x
Wstawiamy do wyjsciowego rownania y" — 5y + 6y = 13sin32._ «yiczenie dia studentow
Wymnazamy i grupujemy przy sinz i COSI:
sina (—=5A + 6B + 5A) + cosa (=5B — 6A+ 5B) = 6sine — 12cos
sinz - 6B +cosa - (—6A) = 6sinx — 12cosx
Poréwnujemy odpowiednie wspdtczynniki:

6B =6
{—6‘4 ——12

A=2
B=1

Zatem rozwigzanie szczegdlne ma postac:

Ys» = 28IN T + cOST

3. Rozwigzanie koricowe réwnania ¥” — 5y’ + 6y = 13sin 3z to:
Y=Y+ Ys:

y = C1e®® 4+ Che™ + 2sinx + cosa

6) ¥ —4y =3¢, waznylll

Rozwigzanie

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne tak jak w poprzednich zadaniach:
y' —4y=0

Rownanie charakterystyczne:

rP—4=0



(r+2)(r—2)=0
r=—-2%ro,=2
Rozwiazanie réwnania jednorodnego:
yj=Ce ™ 2 " 4+ Che %
2. Szukamy rozwazama szczegdlnego metoda przewidywan. Poniewaz prawa strona jest
postaC| f ( x) =3¢ 1o rozwigzanie szczegélne powinno by¢ postaci:

o = Ae”
Powtarza sie ono juz w rozwigzaniu ogdlnym réwnania jednorodnego, wobec tego nalezy je
pomnoZyc’ przez x, aby uzyskac inng postac. Zatem rozwigzanie szczegdlne bedzie postaci:

= Aze™
L|czymy pierwszg i drugg pochodna (uwazamy na iloczyn):
L=AeTF 4 Ax - (=2e77) = Ae 7 — 2Axe™

y:,' = 2Ae¥ —24e™% — 24z - (—2¢7%) = —4Ae™F + 4Axe™®
/ -2z

Wstawiamy do wyjsciowego rownania y' — 4y = 3e
—4Ae ™ + 4Aze™ —QAxe T =3

_4‘4(‘—3‘1‘ — 3(}—'_7.‘1‘

Porownujemy odpowiednie wspodtczynniki:

—4A =

A=——

Zatem rozwigzanie szczegdlne ma postac:

Ysz: = —%1’("2"' ) B

3. Rozwigzanie koAcowe réwnania¥ — 4y =3¢ ™ to:
Y=Y;+Ys:

Y 92 o~ 9 D o
,l/ — (11(.—2\1 + (12(‘21 _ I‘I_(,—_‘r

PRZYKLADOWY EGZAMIN Z ROZDZIALU
1. Rozwigzac podane réwnania rdzniczkowe:

y"'=3y"+ 2y =5x+2.

y" —5y"+ 6y =2e* y(0)=1, y'(0)=0.
y" + 4y = sin5x, y(n)=1, y'(m) =1.
y”+9y—sinx+e

y"' +2y +y=x%e*

y'" + 6y’ +10y—8e X 4 x3—x+4.
y”+4y—sin2x y(0) =1, y'(0) =0.
y"'+y' —12y = e%5% —x,

S@ o0 oY
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