MATRICE I DETERMINANTE: Plan poučavanja i učenja
Cilj ovog materijala i povezanih izvora je pomoći nastavnicima u planiranju njihovih lekcija omogućujući postizanje ishoda učenja postavljenih u nastavnom planu tečaja.  Omogućuje nastavnicima da osmisle studentske aktivnosti kako bi potaknuli studente na učenje. 
Izvori su izabrani iz projekta MareMathics i dostupni su na https://maremathics.pfst.hr/. 
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	Naziv jedinice
	Opterećenje
	Priručnik

	Matrice i determinante
	Predavanja: 275 min
Vježbe: 205 min
	Jedinica 3. Matrice i determinante



Uvod

U ovom poglavlju uvodi se pojam matrice. Najprije se definiraju neke operacije s matricama, a zatim determinanta kvadratne matrice i inverzna matrica regularne matrice. Nakon toga je pokazano kako se rješavaju matrične jednadžbe te kako se sustav linearnih jednadžbi može riješiti pomoću matrica. Svaka tema je detaljno obrađena, a uz nekoliko riješenih primjera, sadrži i zadatke za vježbu. Na kraju poglavlja je kviz za provjeru znanja. Za provjeru dobivenih rješenja ili brže računanje (ukoliko se ne traži postupak rješavanja zadatka) mogu poslužiti dodatne aplikacije u MATLAB-u, Excelu i Geogebri.

CILJ:
Naučiti odrediti determinantu, inverznu matricu i kako riješiti sustav linearnih jednadžbi pomoću matrica. 

Ishodi učenja lekcije:1. Znati kako i kada su definirane računske operacije s matricama.
2. Odrediti determinantu koristeći osnovna svojstava determinante.
3. Odrediti inverznu matricu primjenom Gauss-Jordanove metode.
4. Riješiti linearni sustav pomoću matrica.


Ključne riječi: 
Matrica, determinanta, inverzna matrica, rang matrice, linearna algebarska jednadžba
Prethodno poznavanje matematike: Student bi trebao znati osnovne aritmetičke operacije (zbrajanje, oduzimanje, množenje i dijeljenje) u skupu realnih brojeva.




Primjena:
- u geometriji
- u obradi digitalne fotografije 
- model preferencija potrošača 
- kodiranje i dekodiranje poruka u kriptografiji
- analiza ekonomskog sustava
- regresijski pravac s najmanjim kvadratnim odstupanjem od zadanog skupa podataka
- problem transporta i distribucije
- problem trgovačkog putnika

Sadržaj:
3.1	Matrica
3.2	Aritmetika matrica
3.3	Determinanta kvadratne matrice
3.4	Inverzna matrica
3.5	Matrične jednadžbe
3.6	Rang matrice
3.7	Sustavi linearnih algebarskih jednadžbi
3.8	Neki primjeri primjene matrica


Strategije ocjenjivanja: 
· da bi dobio ocjenu 4 ili 5 - student mora znati sve (dopuštene su manje pogreške u izračunu)
· da bi dobio ocjenu 3 - student ne mora znati kako pronaći inverznu matricu pomoću Gauss-Jordanove metode, ne mora znati riješiti složenije matrične jednadžbe ni složenije sustave linearnih jednadžbi
· da bi dobio ocjenu 2 - student mora znati sve o aritmetici matrica, odrediti determinantu i inverznu matricu matrice reda , riješiti jednostavnije matrične jednadžbe i sustave linearnih jednadžbi, ali ne mora znati ništa o rangu matrice ni o Gaussovoj metodi.

Paket alata za nastavnike i digitalni izvori:
· PowerPoint prezentacija za predstavljanje matrica i rada s matricama
· Videozapisi
· Kviz /Vježbe
· Geogebrine, Excelove i Matlabove datoteke

Korisne web stranice:
https://matrixcalc.org/en/
https://matrix.reshish.com/
https://www.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices
https://www.symbolab.com/solver/matrix-calculator
https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/algebra/matrices/
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	TIJEK LEKCIJE



	Vrijeme
	Redoslijed
	Sadržaj
	Aktivnosti nastavnika
	Studentske aktivnosti
	Točke za raspravu

	15 min

10 min
	Početak/Uvod
Prezentacija 3.1
Vježbe 1-5
	Što je matrica?
Neke posebne vrste matrica
	Frontalni rad zatim ispitivanje
Grupni rad
	Aktivno slušanje i
doprinos pitanjima
Rješavanje vježbi
	

	15 min
15 min
	Prezentacija 3.2
Vježbe 6-10
	Matrična aritmetika
	Frontalni rad zatim ispitivanje
Grupni rad

	Aktivno slušanje i doprinos pitanjima
Rješavanje nekih vježbi
	Praktična primjena aritmetike matrica

	30 min
30 min
	Prezentacija 3.3
Vježbe 11-12
	Determinanta kvadratne matrice
	Frontalni rad
Ispitivanje
Objašnjava zadatke
	Aktivno slušanje
Doprinosi
Rješavanje nekih vježbi
	

	30 min 
30 min
	Prezentacija 3.4
Vježba 14
	Inverzna matrica
	Frontalni
Rasprava pomoću riješenih primjera
	Aktivno slušanje i doprinos pitanjima
Rješavanje vježbi
	Gauss-Jordanova metoda

	20 min
30 min
	Prezentacija 3.5
Vježbe 15-20
	Matrične jednadžbe
	Frontalni
Rasprava pomoću riješenih primjera
Grupni rad
	Aktivno slušanje
Diskusija
Rješavanje nekih vježbi
	

	45 min
30 min
	Prezentacija 3.6
Vježba 21

	Rang matrice
	Frontalni rad
Rasprava pomoću riješenih primjera
	Aktivno slušanje
Diskusija
Rješavanje vježbi
	Gaussova metoda

	60 min
60 min
	Prezentacija 3.7
Vježbe 22-27
	Sustavi linearnih algebarskih jednadžbi
	Frontalni rad
Ispitivanje
Rasprava pomoću riješenih primjera
	Aktivno slušanje
Diskusija
Rješavanje nekih vježbi
	Kada sustav nema rješenje?



	Vrijeme
	Redoslijed
	Sadržaj
	Aktivnosti nastavnika
	Studentske aktivnosti
	Točke za raspravu

	30 min
	Prezentacija 3.8
	Neki primjeri primjene matrica
	Frontalni rad
Rasprava pomoću riješenih primjera
	Aktivno slušanje
Diskusija
	Još primjera?

	30 min
	Sažetak
	Nakon podučavanja
	Vodi polaznike do zaključenja lekcije
Zadavanje domaćih zadaća
Pomaganje učenicima u rješavanju težih vježbi
	
	





PREDLOŽENE NASTAVNE STRATEGIJE, DATOTEKE I IZVORI
Lekcija 1: Matrica

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 1 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-1.pdf
Vježbe 1-5

	
	

	Ciljevi učenja
	Do kraja lekcije: 
Studenti bi trebali moći odrediti dimenzije zadane matrice i traženi element matrice, te sami riješiti sve vježbe.



Studenti ne bi trebali imati problema s učenjem ove lekcije. Nastavnik bi eventualno trebao naglasiti ili ponoviti neke detalje nekoliko puta kako bi ih studenti lakše zapamtili. Tako će studenti lakše samostalno rješavati vježbe.









Lekcija 2: Aritmetika matrica

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 2 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-2.pdf
MareMathics_SummerSchool_Split_Matrices
Rješavanje primjera 4 i 7 pomoću Geogebre
01 Množenje matrica – uvod (video)
02 Primjer 1 - retčana matrica puta stupčana matrica (video)
03 Primjer 2 - stupčana matrica puta retčana matrica (video)
04 Primjer 3 (video)
05 Primjena množenja matrica (video) 
Vježbe 6-10
Generiranje_matričnog_polinoma – Matlabov alat prvenstveno namijenjen nastavnicima

	
	

	Ciljevi učenja
	naučiti zbrajati, oduzimati, množiti i potencirati matrice



Nastavnik bi eventualno trebao naglasiti ili ponoviti neke detalje nekoliko puta kako bi ih studenti lakše zapamtili. To će studentima olakšati samostalno rješavanje vježbi.  Videozapisi mogu pomoći u samostalnom učenju jer ih nastavnik vjerojatno neće moći sve pokazati učenicima u učionici. Nastavnik može podijeliti učenike u skupine tako da svaka skupina rješava jedan zadatak iz vježbi.
 Matlabov alat može pomoći nastavnicima u sastavljanju ispitnih zadataka.

Lekcija 3: Determinanta kvadratne matrice

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 3 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-3.pdf
Vježbe 11-12
Geogebra (rješenje 11.. vježbe)
Determinanta, Generiranje determinante željene vrijednosti – Excelovi  VBA alati za nastavnike i studente

	
	

	Ciljevi učenja
	Do kraja lekcije: 
Student bi trebali naučiti kako izračunati determinantu kvadratne matrice bilo kojeg reda.



Vrlo je važno da studenti zapamte Laplaceov razvoj, a zatim i najvažnija svojstva determinante kako bi razumjeli proces izračunavanja determinante. Ako studenti imaju poteškoća u učenju, nastavnik može riješiti dodatne primjere.
Bilo bi poželjno da učenici nauče kako odrediti determinantu pomoću GeoGebre.
Excelovi VBA alati mogu se koristiti za provjeru rješenja i sastavljanje novih zadataka.





Lekcija 4: Inverzna matrica

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 4 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-4.pdf
Vježbe 13-14
Geogebra (rješenje 13.. vježbe)
Inverzna matrica (Gauss-Jordanova metoda) – Excelov VBA alat za nastavnike i studente

	
	

	Ciljevi učenja
	Naučiti:
odrediti inverznu matricu izračunavanjem determinanti
proceduru Gauss-Jordanove metode



Svaki student mora naučiti Gaussovu i Gauss-Jordanovu metodu. Videozapisi u Lekciji 6 mogu pomoći. Ako je potrebno, nastavnik bi trebao riješiti dodatne primjere. Rješenje se može provjeriti pomoću Excelovog alata.







Lekcija 5: Matrične jednadžbe

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 5 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-5.pdf
Vježbe 15-20

	
	

	Ciljevi učenja
	Do kraja lekcije: 
Polaznici bi trebali zapamtiti da je množenje matrice asocijativno, ali ne i komutativno
svi studenti trebaju znati kako riješiti jednostavnije matrične jednadžbe.



Na predavanju se najprije ukratko ponovi aritmetika matrica. Nakon što su poslušali predavanje, studenti još jednom proučavaju pdf datoteku. Nastavnik ih zatim dijeli u grupe. Svaka skupina rješava nekoliko zadataka iz vježbi. Konačno, rješenja se uspoređuju i kontroliraju.








Lekcija 6: Rang matrice

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 6 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-6.pdf
06 Gaussova metoda - uvodni primjer 1 (video)
07 Gaussova metoda - uvodni primjer 2 (video)
08 - Gaussova metoda - uvodni primjer 3 (video)
09 Gaussova metoda i rang matrice - primjer 1 (video)
10 Gaussova metoda i rang matrice - primjer 2 (video)
11 Gaussova metoda i rang matrice - primjer 3 (video)
Vježba 21
Generiranje_matrice_željenog_ranga – Matlabov alat prvenstveno namijenjen nastavnicima

	
	

	Ciljevi učenja
	Naučiti postupak Gaussove metode
Znati kako odrediti rang bilo koje matrice pomoću Gaussove metode



Polaznici bi trebali pogledati sve videozapise dan prije slušanja Lekcije 6. Zatim slušaju predavanje, čitaju pdf datoteku i konačno riješe Vježbu 21. Matlabov alat može se koristiti u sastavljanju zadataka u kojima treba odrediti rang matrice.




Lekcija 7: Sustavi linearnih algebarskih jednadžbi

	
	Zaslonska ploča
MareMathics_SummerSchool_Split_Matrices.pptx
Lekcija 7 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-7.pdf
Vježbe 22-27
Rješavanje_linearnog_sustava – Matlabov alat za nastavnike i studente
Rješavanje sustava s jedinstvenim rješenjem u kojem m=n=r (Gauss-Jordan) - Excelov VBA alat za nastavnike i studente
Generiranje_sustava_s_jedinstvenim_rješenjem – Matlabov alat prvenstveno namijenjen nastavnicima
Generiranje_sustava_s_beskonačno_mnogo_rješenja – Matlabov alat prvenstveno namijenjen nastavnicima
Generiranje_nemogućeg_sustava – Matlabov alat prvenstveno namijenjen nastavnicima

	
	

	Ciljevi učenja
	Zapamtiti kada linearni sustav ima bar jedno rješenje i kako u tom slučaju naći rješenja



Započeti s primjerom primjene ranga matrice na 15. stranici PowerPoint prezentacije. Nastaviti s pdf datotekom. Studenti čitaju istu datoteku, a zatim sami rješavaju vježbe 22-27. Dodatni alati koriste se za brže rješavanje zadanih ili za zadavanje i rješavanje novih zadataka.

Zasloni prezentacije:
[image: ]
Lekcija 8: Neki primjeri primjene matrica

	
	Zaslonska ploča
Lekcija 8 https://maremathics.pfst.hr/wp-content/uploads/2021/09/IO2-3-Matrices-and-Determinants-8.pdf

	
	

	Ciljevi učenja
	Zapamtiti neke zanimljivije primjena matrica
Napraviti barem jedan aplet u Geogebri ili jedan Matlab program s primjenom matrica



Studenti bi dan prije predavanja trebali pročitati pdf datoteku. Na predavanju nastavnik razgovara sa studentima o primjenama matrica navedenih u dokumentu. Eventualno se spominju i neke nove primjene. Za domaću zadaću studenti moraju, uz pomoć nastavnika, napraviti nekoliko programa u Geogebri ili Matlabu s primjenom matrica. Videozapisi
05a Application of matrix multiplication - part 1
05 Primjena množenja matrica
bi im u tome mogli pomoći.

Na kraju, studenti trebaju provjeriti svoje znanje rješavanjem internetskog kviza na linku
https://forms.gle/Fk5e5PQVFLAXyjih7
Svaki student treba prikupiti najmanje 40 od moguća 52 boda na kvizu. Svi oni studenti koji to ne uspiju, trebali bi ponoviti neke dijelove gradiva. Za dobar uspjeh na ispitu posebno je važno dobro naučiti Gaussovu metodu.
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