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[bookmark: _Toc109295375]NENOTEIKTAIS INTEGRĀLIS: Darba Plāns
Šī materiāla un atbilstošo resursu nolūks ir palīdzēt pasniedzējiem un skolotājiem plānot lekcijas, lai sasniegtu matemātikas studiju kursā nospraustos mācību mērķus. Skolotāju grāmata rosina ieplānot arī studentu aktivitātes, lai veicinātu viņu motivāciju mācīties.
Tēma NENOTEIKTAIS INTEGRĀLIS satur vairākas lekcijas. Integrēšanas metožu apgūšanai katras lekcijas beigās ir doti vingrinājumi, kas noderīgi arī studentu patstāvīgajam darbam. 

[bookmark: OLE_LINK1][bookmark: OLE_LINK2]Resursi veidoti projekta MareMathics ietvaros un pieejami vietnē: https://maremathics.pfst.hr
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[bookmark: _Toc109295376]1.Lekcija. Nenoteiktais integrālis un pamatformulas
	Tēma
	Lekcijas ilgums
	Nodaļa rokasgrāmatā

	Pirmā lekcija. Pirmā daļa: Ievads. Nenoteiktais integrālis
Otrā lekcija: Integrēšanas pamatlikumi
	Lekcija: 45 min


Lekcija: 45 min

	7.1. Nenoteiktais integrālis. Ievads

7.2. Integrēšanas pamatlikumi


[bookmark: _General_Information_1]
DETALIZĒTS APRAKSTS:
Ievada daļā tiek aplūkoti jautājumi par nenoteikto integrāli – funkcijas atvasināšanai apgriezta procedūra; funkcijas primitīvā funkcija un primitīvo funkciju kopa; nenoteiktā integrāļa definīcija un sakars starp funkcijas atvasinājumu un integrāli. Ir doti  piemēri, kuri attēlo funkcijas primitīvo funkciju grafikus. Nodaļas beigās pievienoti vingrinājumi patstāvīgam darbam un to atrisinājumi. Lai konstruētu funkciju grafikus, var lietot dažādas programmas tādas kā MS Excel, GeoGebra, DESMOS un citas. 
Lekcijas otrajā daļā iekļautas elementāro funkciju integrēšanas pamatformulas un aplūkotas nenoteikto integrāļu pamatīpašības. Tiek paskaidrots, kā no atvasināšanas formulām var iegūt integrēšanas formulas. Ir doti atbilstoši piemēri ar paskaidrojumiem, kā arī ir doti vingrinājumu patstāvīgam darbam. Nodaļas beigās ir dots piemērs, kā pārbaudīt, vai integrālis ir pareizi atrisināts. 
PIRMĀS DAĻAS MĒRĶIS: Izprast sakarību starp elementārās funkcijas atvasinājumu un nenoteikto integrāli. Izprast visu primitīvo funkciju kopas jēdzienu. 
OTRĀS DAĻAS MĒRĶIS: Iepazīties ar integrāļu pamat īpašībām un mācīties integrēšanas pamat formulas; iepazīties ar integrēšanas metodēm
Sasniedzamie rezultāti:
1. Izpildīt elementāras funkcijas diferencēšanai apgrieztu darbību 
2. Noteikt funkciju, ja ir dota tās maiņas ātruma izteiksme 
3. Konstruēt dotas funkcijas grafiku 
4. Mācīties integrēšanas pamatformulas
5. Iepazīties ar integrāļu īpašību pielietošanu
6. Aprēķināt vienkāršus elementāro funkciju integrāļus
7. Integrējamo izteiksmju pārveidošana

Priekšzināšanas: elementāro funkciju īpašības; elementāro funkciju grafiki; algebras un trigonometrijas formulas; funkciju atvasināšanas likumi, izpratne par anti – atvasinājumu.
Lekcijā izmantotie atslēgas vārdi: anti-atvasinājums, diferencēšana, elementārās funkcijas un to grafiki
Sakars ar jūrniecības problēmām: Nenoteikto integrāļu aprēķināšanas metodes tiek lietotas arī noteikto integrāļu aprēķināšanā. Funkciju atvasināšana un integrēšana tiek plaši lietota, lai risinātu dažādus inženierzinātņu jautājumus. Navigācijas teorijā, piemēram, integrāļus lieto, lai izveidotu Merkatora kartes. Funkciju diferencēšana un integrēšana palīdz gūt izpratni par Zemes līknēm: noteikt attālumu līdz speciālam kuģa lokācijas punktam, ja kuģa kustības trajektorija ir sfēriska. Kuģu būvē tiek plaši pielietoti matemātiskās analīzes rezultāti, piemēram, lai noteiktu kuģa korpusa izliekumu; lai aprēķinātu kuģa korpusa apšuvuma plākšņu izmēru; lai risinātu kuģa stabilitātes un citus jautājumus.
[bookmark: _Toc109295377]Pirmās Daļas Saturs
1. Primitīvā funkcija un nenoteiktā integrāļa definīcija 
2. Nenoteiktā integrāļa ģeometriskā interpretācija 
3. Primitīvo funkciju īpašība
4. [bookmark: _Definition_of_a]Vingrinājumi
5. Atrisinājumi
[bookmark: _Toc109295378]Otrās Daļas Saturs
1. Integrēšanas formulas
2. Integrēšanas pamatformulu saraksts
3. Nenoteikto integrāļu īpašības
4. Zemintegrāļa funkcijas pārveidošana
5. Vingrinājumi
6. Atrisinājumi
7. Piezīme
Vērtējuma stratēģijas:
Novērtēt studentu zināšanas par atvasināšanas likumiem lekcijas laikā
Digitālie resursi un citi mācību līdzekļi
· PowerPointa prezentācija, lai definētu nenoteikto integrāli, paskaidrotu tā īpašības un dotu pamatformulas
· Primitīvo funkciju kopas attēlošanai var lietot dažādas brīvi pieejamas programmas kā MS Excel, Desmos graphing calculator, GeoGebra Classic  vai citas. 
· Videomateriāli
· Darba lapas 
· Noderīgas interneta saites:
https://www.geogebra.org/t/indefinite-integral
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-7/v/antiderivatives-and-indefinite-integrals
https://www.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator/
https://www.symbolab.com/solver/indefinite-integral-calculator

Nenoteiktais Integrālis. Ievads un Pamatformulas
	LEKCIJAS GAITA


	Laiks
	Secība
	Saturs
	Pasniedzēja aktivitātes
	Studentu aktivitātes
	Tēma diskusijām

	5 min
	Diskusija

	Ievads - par atvasināšanai apgrieztu darbību 
	Frontāli, jautājumu uzdošana, studentu priekšzināšanu pārbaude 
	Aktīva iesaistīšanās diskusijā, atbildes

	Ko nozīmē apgriezta darbība? 


	5 min
	Ievads - prezentācija
	Daži vēsturiski fakti par matemātiskās analīzes attīstību 
	Motivēšana
	Aktīva klausīšanās
	Kādi slaveni matemātiķi ir matemātiskās analīzes pamatlicēji?

	10 min

	Prezentācija
	Primitīvās funkcijas koncepcija

	Frontāla tēmas skaidrošana  (video, GeoGebra faili)
	Aktīva klausīšanās 
	

	10 min
	Prezentācija
Piemērs 2.1
	Primitīvo funkciju kopas ģeometriskā interpretācija

	Frontāla demonstrācija
Grafiku konstruēšana ar Geogebra lietotnes palīdzību 
	Aktīva klausīšanās Diskusija
	Kā izvēlēties vienu noteiktu funkciju no visas primitīvo funkciju kopas

	10 min


	Piemērs 2.2


	Primitīvās funkcijas pielietojums, sakars ar jūrniecību – uzdevums par signālraķeti
	Video klips
Piemēra risināšana

	Aktīva klausīšanās
Atbildes uz jautājumiem

	Kuģošanas drošība jūrā, signālraķešu nozīme

	5 min
	Prezentācija

	Primitīvo funkciju īpašība

	Frontāli

	Aktīva klausīšanās 
	Vai var iegūt divus dažādus nenoteiktā integrāļa atrisinājumus?

	5 min
	Prezentācija
	Pakāpes funkcijas integrāļa formulas pierādījums 
	Piemēra risināšana
	Aktīva klausīšanās
	Vai visas integrāļu formulas var pierādīt?

	5 min
	Prezentācija
	Pamata integrāļu saraksts
	Demonstrēšana
	Aktīva klausīšanās Atbildes uz jautājumiem

	

	15 min

	Prezentācija
Dažu īpašību pierādījums
	Nenoteikto integrāļu īpašības

	Izskaidrošana, pamatošana (video, GeoGebra faili)
	Aktīva klausīšanās 
Pierādījumu pamatošana 
	

	15 min 

	Prezentācija
Piemēri
	Zemintegrāļa funkcijas pārveidošana
	Diskusija, izmantojot risināmos piemērus
	Aktīva klausīšanās
	

	5 min.
	Video
Uzdevuma formulēšana
	Nenoteiktā integrāļa pielietojums 
	Uzdevuma formulēšana, nepieciešamo zināšanu atkārtošana, risināšana 
	Diskusija
Ieguldījums risināšanas procesā
	Vai nenoteiktos integrāļus ir iespējams lietot praktisku problēmu risināšanā? 



Piezīme. Termins “Aktīva klausīšanās” ir komplekss studentu mācību darbs lekcijas laikā. Tas ietver lekciju konspekta veidošanu, uzsverot svarīgāko, atzīmējot jautājumus, kuri nebija līdz galam izprasti, lai tos varētu izzināt mācību grāmatā. Svarīgi ir uzdot pasniedzējam jautājumus, kad tam tiek dots laiks. Vajag atsaukt atmiņā nepieciešamās zināšanas, lai izprastu jauno tēmu; veidot atgriezenisko saiti starp dažādām tēmām.  Piemēru risināšanai sekot līdzi ar izpratni.  












IETEICAMĀS MĀCĪBU STRATĒĢIJAS UN RESUSRSI
[bookmark: _Toc109295379]Nenoteiktais integrālis. Ievads. Pamatformulas

	
	Tāfele
Pirmā lekcija (1. un 2. daļas) https://maremathics.pfst.hr/index.php/2021/07/07/7-integral-calculus/
Video (signālraķete, angliski): https://www.youtube.com/watch?v=LTfVxpiVnP4
Video (signālraķete, angliski): https://www.youtube.com/watch?v=7FejZcTxUYM
Video (pacēlājs):
https://www.youtube.com/watch?v=-IDzcXuHRYQ

	
	

	Sasniedzamie mērķi
	Lekcijas noslēgumā: 
visiem studentiem jāsaprot, kas ir nenoteiktais integrālis 
visiem studentiem jāsaprot atbilstība starp elementāro funkciju atvasinājumiem un to primitīvajām funkcijām 


Pirmā daļa - lekcijas gaitas apraksts:
A. Lekcija sākas ar kādas funkcijas piemēru, kura ir kādas pagaidām vēl nezināmas funkcijas atvasinājums. “Interesēsimies par apgrieztu darbību: kādu funkciju ir jāatvasina, lai iegūtu šo rezultātu?” Lektors un studenti apspriež vairākus piemērus.  
B. Tiek demonstrēti vēsturiski fakti par integrāļiem:  https://encyclopediaofmath.org/wiki/Integral_calculus; 
C. Primitīvās funkcijas definīcija. Piemēri. Nenoteiktā integrāļa definīcija un jauno terminu izskaidrošana. 
D. Nenoteiktā integrāļa ģeometriskā interpretācija; grafiku konstruēšana ar programmas GeoGebra palīdzību, lai paskaidrotu, kas ir visu primitīvo funkciju kopa.
[image: ]      
Attēls 1 Funkciju kopas  pārstāvji
          [image: ]
Attēls 2 Funkciju kopas pārstāvji
E. Lektors uzdod jautājumu: “Kā izvēlēties vienu noteiktu funkciju no visu primitīvo funkciju kopas?” Notiek diskusija par īpašiem sākuma nosacījumiem, kas nepieciešami, lai iegūtu konkrētu atbildi.
F. Nenoteikto integrāļu piemēri reālajā dzīvē. Atkārtojums par atvasinājumu kā procesa izmaiņas ātruma raksturotāju. Videoklipa par signālraķeti demonstrācija un neliela diskusija par kuģošanas drošību jūrā. 
[image: ]
URL:  https://www.youtube.com/watch?v=LTfVxpiVnP4
URL: https://www.youtube.com/watch?v=7FejZcTxUYM

Pirmās nodaļas piemēra 2.2 risināšana:
Piemērs 2.2 Gaismas raķete tiek izšauta vertikāli no zemes uz augšu ar ātrumu 15 m/s. Aprēķināt, cik  augstu būs raķete pēc 2.5 sekundēm!
Ieteikums: Papildus piemērus par nenoteiktā integrāļa pielietojumiem lektors var atrast, piemēram, mājas lapā: 
https://www.intmath.com/applications-integration/1-apps-indefinite-integral.php
G. Primitīvās funkcijas unikalitāte. Lektors formulē teorēmu par dotās funkcijas divām dažādajām primitīvajām funkcijām.


Otrā daļa - lekcijas gaitas apraksts:
A. Lektors uzsver, ka integrēšana ir atvasināšanai apgriezta darbība un uzdod jautājumu: “Kā var iegūt integrēšanas formulas?” Pierāda pakāpes funkcijas integrāļa formulu:

Lai pamatotu formulu


atvasina vienādības labās puses izteiksmi – tai ir jāsakrīt ar zemintegrāļa funkciju



Izaicinājums studentiem: “Vai formula ir pilnīgi pareiza?”
Studentiem ir jāievēro ierobežojums – nedrīkst dalīt ar nulli:        
“Kas notiek gadījumā, ja ?”
Tiek apskatīts speciālgadījums


Korekta pakāpes funkcijas integrēšanas formula:

B. Pamatintegrāļu prezentēšana.
C. Tiek aplūkotas nenoteikto integrāļu īpašības. Dažas no tām tiek pierādītas. 
Piemēram, īpašība

izriet no nenoteiktā integrāļa definīcijas.

Tad

D. Tiek risināti integrāļu piemēri, kuros pielieto minētās integrālu īpašības (skat. Nodaļas 2 piemērus 3.1, 3.2, 3.3).
E. Pasniedzējs demonstrē piemērus, kuros vispirms tiek veikti algebriski vai trigonometriski zemintegrāļa funkcijas pārveidojumi (skat. piemērus 4.1 – 4.5).
F. Kopsavilkums – ko šodien iemācījāmies. Nenoteiktā integrāļa lietojums, risinot reālās dzīves problēmas. Ātrums, paātrinājums, attālums. Video: negadījums ar iekrāvēju. 
URL: https://www.youtube.com/watch?v=-IDzcXuHRYQ

[image: ]
G. Risina pirmās nodaļas 6. uzdevumu:
Automašīna sāk kustību no sākuma punkta ar paātrinājumu a . Aprēķināt automašīnas ātrumu!

H. Pasniedzējs ieteic studentiem risināt vingrinājumus, kuri doti katras nodaļās nobeigumā. 







[bookmark: _MareMathics_Vector_App2.pptx][bookmark: _APPENDIX_1:][bookmark: _APPENDIX_1:_Worksheet][bookmark: _Toc109295380]PIELIKUMS: Video klips
Pakāpes funkcijas integrēšana (angliski): 
Integration of power function
URL: https://maremathics.pfst.hr/?p=3672
Video klipā paskaidroti vairāki pakāpes funkcijas integrēšanas gadījumi. Skatītāja uzmanība tiek vērsta uz pareizu formulas lietojumu. Tiek demonstrēts arī nepareizs aprēķina piemērs un paskaidrots, kā pareizi minētais piemērs jārisina. Uzdevumā, kas tiek piedāvāts patstāvīgai risināšanai, jāizmanto zināšanas par eksponent funkcijas īpašībām. Noslēgumā tiek izskaidrots dotā uzdevuma atrisinājums.  
[image: ]  
  













[bookmark: _Toc109295381]2.Lekcija. Integrēšanas Tehnika - Substitūcija
	Tēma
	Lekcijas ilgums
	Nodaļa rokasgrāmatā

	Otrā Lekcija:  Integrēšanas  Tehnika - Substitūcija
	Lekcija: 90 min

	Nodaļa  7.3.1.  Substitūcija




DETALIZĒTS APRAKSTS:
Šajā nodaļā aplūkosim saliktu funkciju integrēšanas metodes. Saliktu funkciju atvasināšanas likums tiks izmantots kā pamat arguments saliktu funkciju integrēšanā. Tiks aplūkots apgrieztais saliktu funkciju likums un substitūcijas metode. Substitūcijas metode tiek lietota, lai vienkāršotu integrāļa pierakstu. Nodaļā tiek aplūkoti dažādi piemēri. Atsevišķi tiek aplūkoti gadījumi, kad saliktās funkcijas arguments ir lineāra funkcija.
MĒRĶIS: Apgūt substitūcijas metodi saliktu funkciju integrēšanai. 
Mācību rezultāts:
1. Studenti iepazīsies ar diferenciāļa pārveidošanas metodi
2. Studenti mācēs veikt integrēšanu, izmantojot apzīmēšanas metodi
3. Studenti mācēs izvēlēties piemērotu substitūciju integrāļa vienkāršošanai

Priekšzināšanas: Atvasināšanas likumi; integrēšanas pamat formulas; algebras formulas; elementārās matemātikas zināšanas.
Lekcijā izmantotie atslēgas vārdi: elementārās funkcijas; saliktas funkcijas; saliktu funkciju atvasināšanas likums; nenoteiktais integrālis; substitūcija
Sakars ar jūrniecības problēmām: Nenoteikto integrāļu aprēķināšanas metodes tiek lietotas arī, risinot noteiktos integrāļus. Integrāļi un diferenciāļi tiek plaši lietoti, risinot dažādus inženiertehniskos jautājumus. Navigācijas teorijā integrāļi tiek lietoti praktisku uzdevumu risināšanā, piemēram, integrāļus lieto, lai izveidotu Merkatora karti. Atvasinājumi un integrāļi palīdz iegūt precīzāku izpratni par Zemeslodes paralēlēm – kā sasniegt doto punktu, kāds ir attālums līdz tam, ja kuģis iet paralēles  virzienā. Matemātiskās analīzes rezultāti tiek lietoti kuģubūves projektos, piemēram, lai aprēķinātu kuģa korpusa izliekumu kā arī korpusa virsmas laukumu.
[bookmark: _Toc109295382]Saturs
1. Saliktas funkcijas integrēšana
2. Saliktas funkcijas integrēšanas metode
3. Metodes pielietojums 
4. Diferenciāļa pārveidošana
5. Substitūciju metode
6. Piemēri
7. Vingrinājumi
8. Atrisinājumi

Vērtējuma stratēģijas:
Novērtēt studentu zināšanas par pakāpes funkcijas integrēšanu; novērtēt zināšanas par saliktām funkcijām lekcijas laikā 
Digitālie resursi un citi mācību līdzekļi
· PowerPointa prezentācija, lai paskaidrotu saliktu funkciju integrēšanas likumus un substitūcijas metodi
· Tāfele uzdevumu risināšanai
· Video
· Noderīgas interneta saites
Lai izveidotu izvēlu testus:
https://quizizz.com/ 
https://kahoot.com/ 
https://www.socrative.com/ 
Substitūciju metodes teorētiskie skaidrojumi (angliski)
a) Nodaļa: Integration/ Integration by substitution:
https://www.mathsisfun.com/calculus/index.html
b) https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-9/v/u-substitution 
Interesanta piemēra risinājums:
https://www.youtube.com/watch?v=KIRRxmxw4b4
Atbilžu pārbaudei:
https://www.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator/
https://www.symbolab.com/solver/indefinite-integral-calculator











Integrēšanas Tehnika - Substitūcija
	LEKCIJAS GAITA


	Laiks
	Secība
	Saturs
	Pasniedzēja aktivitātes
	Studentu aktivitātes
	Tēma diskusijām

	5 min
	Diskusija

	Nenoteiktā integrāla definīcijas atkārtošana
	Frontāla izjautāšana

	Aktīva iesaistīšanās diskusijā, atbildēšana uz jautājumiem
	

	5 min
	Tests
	Īss tests par integrēšanas pamatformulām
	Studentu zināšanu pārbaude
	Zināšanu testa izpildīšana
	Vai jūs varat atrisināt integrāļus, lietojot tikai atvasināšanas formulas?

	5 min
	Diskusija
	Atkārtojums par saliktu funkciju
	Svarīgāko priekšzināšanu atkārtošana
	Aktīva dalība, atbildot uz jautājumiem
	Kādas saliktas funkcijas jūs zināt?


	10 min

	Prezentācija
	Saliktas funkcijas integrēšanas metodes

	Frontāli
Doto lielumu un uzdevuma izskaidrošana Piemēri
	Aktīva klausīšanās

	

	15 min
	Risināšana Piemēri 3.1 – 3.3
	Diferenciāļa maiņa

	Frontāli paskaidrojumi


	Uzdevumu risināšana
	

	20 min


	Reālās dzīves piemēra risināšana


	Saliktas funkcijas izmaiņu ātrums

	Frontāli
Video

	Aktīva klausīšanās
Atbildēšana uz jautājumiem

	Kādas kondicionēšanas un gāzu sistēmas atrodas uz kuģiem? 

	20 min
	Prezentācija

	Substitūcijas metode

	Frontāli paskaidrojumi


	Aktīva klausīšanās

	

	10 min
	Diskusija
	Piemēri
	Uzdevumi, jautājot studentiem padomus, kā izdevīgāk veikt apzīmēšanu 
	Diskusija
Aktīva dalība uzdevumu risināšanā
	Kāda atšķirība ir starp metodēm – diferenciāļa maiņa un substitūciju metode? 




IETEICAMĀS MĀCĪBU STRATĒĢIJAS UN RESUSRSI
[bookmark: _Toc109295383] Integrēšanas Tehnika - Substitūcija

	
	Tāfele
Lekcija 3.1 https://maremathics.pfst.hr/?p=119
Video (galvenā dzinēja palaišanas sistēma): https://www.youtube.com/watch?v=fwy6UyoWQC0
· Programmatūra 
· Izvēļu tests: Socrative vai Quizizz, vai Kahoot!, vai cits


	
	

	Sasniedzamie mērķi
	Lekcijas noslēgumā: 
visi student saprot substitūciju metodi
visi studenti saprot, kā lietot apzīmēšanu saliktas funkcijas gadījumā  



Lekcijas gaitas apraksts:
A. Lektors iesāk lekciju ar atskatu uz iepriekšējo lekciju – kādi svarīgākie koncepti tika formulēti. Viņš/viņa lūdz studentus nosaukt nenoteiktā integrāļa definīciju un jautā, piemēram, “Kas ir primitīvā funkcija? Ko nozīmē burts C, kas tiek pieskaitīts primitīvajai funkcijai?” un uzdod līdzīgus jautājumus.  
B. Studentiem jāizpilda īss izvēļu tests par integrēšanas pamatformulām, piemēram, par pakāpes funkcijas integrēšanu (skat. Pielikumu 1). Izveļu testu pasniedzējs sastāda interaktīvā vidē (Socrative, Kahoot!, vai līdzīgā), lai student var sniegt atbildes, piemēram, ar telefona palīdzību, vai arī testu prezentē uz slaidiem. 
C. Tiek veikta diskusija par saliktām funkcijām. Pasniedzējs dod līdzīgus piemērus kā: 

Izaicinošs jautājums ir “Kuras no funkcijām ir elementāras, pamat-elementāras un saliktas?”
D. Lektors lūdz studentus formulēt saliktas funkcijas atvasināšanas likumu. Tiek demonstrēti daži piemēri. Pasniedzējs izskaidro apgrieztu darbību – kā no dotajiem atvasinājumiem atrast primitīvo funkciju, skaidro diferenciāļa nozīmi – tam jāsatur tāda pati funkcija kā saliktās funkcijas argumenta funkcija. 
E. Lektors demonstrē dažus vienkāršus saliktu funkciju integrāļus un lūdz studentiem nosaukt atbildes. Integrāļi var būt, piemēram, 

F. Nākošais tiek aplūkots gadījums, kad saliktās funkcijas arguments ir lineāra funkcija 

Lektors atgādina funkcijas diferenciāļa aprēķināšanas likumu

un paskaidro, kā izmainīt diferenciāli, pielietojot labi zināmo metodi “reizināšana ar 1”

G.  Auditorija risina dažus piemērus, pielietojot nupat iepazīto metodi. 
H. Lektors pārrunā ar studentiem, kādas galvenā dzinēja palaišanas iekārtas viņi zina un demonstrē piemēru, kā dzinējs tiek palaists ar saspiestā gaisa palīdzību:  https://www.youtube.com/watch?v=fwy6UyoWQC0
[image: ]

I. Lektors risina reālās dzīves uzdevumu par balona uzpildīšanu (skat. Pielikumu 2). Šajā uzdevumā tiek aplūkota salikta funkcija. 
J. Substitūcija metode tiek aplūkota, kur argumenta funkciju apzīmē, piemēram, ar burtu u

        Lektors uzsver, ka, lietojot apzīmēšanu, zemintegrāļa funkcijas pieraksts kļūst vienkāršāks. Tiek doti vairāki piemēri. 
K. Lekcijas noslēgumā jāpārrunā aplūkotās metodes. Lektors prezentē piemēru un lūdz studentiem to risināt. Uzdod jautājumus “Kuru funkciju apzīmēt ar u?”; “Kāds ir izvēlētās funkcijas diferenciālis?”; “Kā var pārveidot zemintegrāļa funkciju un diferenciāli dx?”:

L. Pasniedzējs dod lekcijas kopsavilkumu – salikta funkcija, saliktās funkcijas arguments ir lineāra funkcija, diferenciāļa pārveidošana, substitūcijas metode. 
M. Studentu patstāvīgajam darbam tiek ieteikti vingrinājumi no nodaļas 3.1, kā arī atrisinājumi pārbaudei. 
N. Tiek rekomendēts arī video klips par substitūciju metodi (angliski) “Tips and Tricks of Integration: Part 2: Integration of composite functions – change of differential” atrodams MareMathics mājas lapā: https://maremathics.pfst.hr/?p=3672 (skat. Pielikumu 3).
[image: ]



[bookmark: _Toc109295384]PIELIKUMS 1: Izvēļu Testa Izveidošana
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Ekrānuzņēmums parāda, kā izveidot vienu atsevišķu testa jautājumu par pakāpes funkcijas integrēšanu ar programmu Quizizz.

[bookmark: _Toc109295385]PIELIKUMS 2: Piemērs par balona uzpildīšanu ar gaisu 
Uzdevums. Dots tukšs sfērisks balons, kurā tiek iepumpēts gaiss. Uzpildīšanas ātrums ir izteikts kā funkcija atkarīga no laika :

Noteikt balona rādiusa maiņas ātrumu! 
Atrisinājums
Balona tilpumu var izteikt divos veidos.
Ģeometriski   un ar integrāļa palīdzību, nosakot tilpuma maiņas ātrumu

Iesākumā izteiksim rādiusu kā funkciju, kas atkarīga no laika. Integrējam

Tā kā balons ir tukšs, tad sākuma momenta konstante .
Izsakām rādiusa funkciju

Balona rādiusa maiņas ātrums ir 



[bookmark: _Toc109295386]PIELIKUMS 3: Video klips “Tips and Tricks of Integration” (angliski)
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[bookmark: _Toc109295387]3.Lekcija. Integrēšanas Tehnika – Parciālā Integrēšana
	Tēma
	Lekcijas ilgums
	Nodaļa rokasgrāmatā

	Trešā Lekcija:  Integrēšanas Tehnika – Parciālā Integrēšana 
	Lekcija: 90 min


	Nodaļa 7.3.2. Parciālā integrēšana



DETALIZĒTS APRAKSTS:
Nodaļas iesākumā tiek aplūkota divu funkciju reizinājuma atvasinājuma formula. Integrējot šo formulu, tiek aplūkota divu funkciju reizinājuma integrēšanas metode, ko sauc par parciālās integrēšanas metodi. Tiek aplūkoti šīs metodes pielietojumi standarta gadījumos, kā arī doti šo standarta gadījumu risināšanas piemēri. 
MĒRĶIS: apgūt parciālās integrēšanas metodi un pazīt gadījumus, kad ir izdevīgi to lietot. 
Mācību rezultāts:
1. Studenti pazīst integrāļus, kuriem ir lietderīgi pielietot parciālās integrēšanas metodi.
2. Studenti prot lietot parciālo integrēšanu, lai varētu aprēķināt dažāda veida integrāļus.

Priekšzināšanas: Atvasināšanas likumi; integrēšanas likumi; substitūciju metode; algebras un trigonometrijas  formulas.
Lekcijā izmantotie atslēgas vārdi: atvasināšana, nenoteiktais integrālis, parciālā integrēšana 
Sakars ar jūrniecības problēmām: parciālās integrēšanas metodi lieto, lai aprēķinātu Furjē rindas koeficientus. Furjē rindu lieto, lai aprakstītu periodiskus, fizikālus procesus, piemēram, signālu apstrādē, lai precīzi noteiktu mehānisko iekārtu vibrāciju izraisošus avotus.
[bookmark: _Toc109295388]Saturs
1. Parciālās integrēšanas formula
2. Speciālgadījumi
3. Piemēri
4. Metodes atkārtots pielietojums
5. Vingrinājumi
6. Atrisinājumi
Vērtējuma stratēģijas:
Lekcijas laikā novērtēt student zināšanas par atvasināšanas un par integrāļu pamatformulām.
Digitālie resursi un citi mācību līdzekļi
· PowerPointa prezentācija par parciālās integrēšanas metodi
· Tāfele, lai risinātu piemērus
· Darba lapa par diferenciāļiem
· Videomateriālu
· Noderīgas interneta saites
https://www.mathsisfun.com/calculus/integration-by-parts.html
Parciālās integrēšanas piemēri:
https://www.youtube.com/watch?v=sWSLLO3DS1I
Speciālas parciālās integrēšanas metodes:
https://www.youtube.com/watch?v=Scl_r00DPwA

Integrēšanas Tehnika – Parciālā Integrēšana
	LEKCIJAS GAITA


	Laiks
	Secība
	Saturs
	Pasniedzēja aktivitātes
	Studentu aktivitātes
	Tēma diskusijām

	5 min
	Diskusija

	Atkārtojums – funkciju reizinājuma atvasināšanas likums
	Frontāli – jautājumu uzdošana 

	Aktīva dalība, atbildot uz jautājumiem

	

	10 min
	Prezentācija
	Parciālās integrēšanas formula
	Frontāli
	Aktīva klausīšanās

	

	20 min
	Piemēru 3.1 – 3.3 risināšana
	Formulas lietojuma standarta gadījumi
	Piemēru risināšana, skaidrošana, jautāšana
	Aktīva dalība, atbildot uz jautājumiem
	

	15 min

	Tests
	Diferenciālu aprēķināšanas likumu atkārtošana

	‘Darba lapa par diferenciāļu aprēķināšanu
	Darba lapu aizpildīšana, pašnovērtējums
	Kāda ir diferenciāļa nozīme?

	15 min


	Reālās dzīves uzdevuma risināšana

	Uzdevums par notekūdeņu attīrīšanas iekārtu 
	Frontāla diskusija, 
Video

	Diskusija
Atbildēšana uz jautājumiem

	Ko darīt, lai kuģi būtu videi draudzīgi?

	15 min
	PrezentācijaPiemēri

	Metodes atkārtots pielietojums

	Izskaidrošana 

	Aktīva klausīšanās

	

	10 min
	Diskusija
	Piemēri
	Piemēru risināšana, ieteikumu prasīšana
	Iesaistīšanās diskusijā, padomu došana
	



IETEICAMĀS MĀCĪBU STRATĒĢIJAS UN RESUSRSI
[bookmark: _Toc109295389]Integrēšanas Tehnika – Parciālā Integrēšana

	
	Tāfele
Lekcija 3 (nodaļa 3.2)  https://maremathics.pfst.hr/?p=119
Video (notekūdeņu attīrīšanas iekārta): https://www.youtube.com/watch?v=u0Zwl7LdavM
Video (tabulārā metode): https://www.youtube.com/watch?v=spsFNH2pNj4


	
	

	Sasniedzamie mērķi
	Lekcijas noslēgumā: 
visi studenti izprot, kā lietot parciālās integrēšanas metodi 



Lekcijas gaitas apraksts:
A. Tiek atkārtots funkciju reizinājuma atvasināšanas likums. 
B. Lektors izskaidro parciālās integrēšanas metodi, kuras pamatā funkciju reizinājuma atvasināšanas likums. 
C. Tiek aplūkots integrāļa piemērs, kuram veic nepareizu u-funkcijas izvēli. Apspriež iegūto rezultātu: “Kas notiek ar polinomu, ja to atvasina? Kāds ir eksponent-funkcijas vai trigonometrisko funkciju atvasinājums?” Var tikt aplūkots piemēram, šāds gadījums:


D. Pēc minētā piemēra apspriešanas lektors uzsver, ka parciālās integrēšanas gadījumā otrs iegūtais integrālis nedrīkst būt sarežģītāks nekā dotais. 
E. Lektors atrisina piemēru, izvēloties atbilstošu apzīmēšanu ar u-funkcijas palīdzību. 
F. Pasniedzējs demonstrē integrāļu standarta gadījumus, kad piemērota risināšanas metode ir parciālā integrēšana. Viņš/viņa norāda pareizo apzīmēšanas principu. 
G. LIATE metode – kā labāk atcerēties, kuru funkciju apzīmēt ar u (LIATE: Logaritmu, Inversās trigonometriskās, Algebriskās, Trigonometriskā un Eksponent – funkcijas). Skatīt: 
Herbert E. Kasube, A Technique for Integration by Parts, The American Mathematical Monthly, 90 (1983). 210–211
H. Piemērus 3.1 – 3.3 risina ar aktīvu studentu iesaistīšanu procesā. 
I. Uzsverot diferenciāļu nozīmi integrēšanas procesā, tiek izpildītas darba lapas, kur student var veikt savu pašnovērtējumu, salīdzinot risinājumus ar dotajam atbildēm (skat. Pielikumu 1). 
J. Neliela diskusija par vides aizsardzības prasībām jūrniecībā  tiek vadīta. Lektors demonstrē video klipu par notekūdeņu attīrīšanas iekārtu: 
 https://www.youtube.com/watch?v=u0Zwl7LdavM
[image: ]

K. Auditorija risina uzdevumu  par atkritumu sabrukšanas laiku (skat. Pielikumu 2). Ir ieteicams doto neīsto integrāli risināt kā nenoteikto integrāli. Uzdevuma risināšana var lietot parciālo integrēšanu.
L. Lektors turpina diskusiju un risina piemēru, kur parciālā integrēšana jālieto atkārtoti, piemēram, 

M. Gadījumos, kad parciālo integrēšanu jālieto atkārtoti, var izmantot tabulāro metodi. Tas izdevīgi, ja dots ir augstākas kārtas polinoms. Skatīt video klipu: https://www.youtube.com/watch?v=spsFNH2pNj4

[image: ]

N. Vingrinājumus risina ar aktīvu studentu iesaistīšanos. Lektors studentiem prasa padomus, kuras funkcijas izvēlēties kā u-funkcijas. 
O. Nodarbības noslēgumā pasniedzējs rekomendē nodaļas 3.2 beigās dotos vingrinājumus, kā arī uzdod sarežģītāku piemēru, kura risināšanai jālieto īpašs paņēmiens: 




[bookmark: _Toc109295390]PIELIKUMS 1: Darba lapa: Tests par diferenciāļiem
Pirmā daļa Aprēķini dotos diferenciāļus un atzīmē pareizo atbildi!
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Atbildes
1 – C;  2 – B;  3 – A; 4 – D; 5 – A

Atrisinājumi
                 Lieto formulu  

Piemērs 1

Piemērs 2

Piemērs 3

Piemērs 4

Piemērs 5


[bookmark: _Toc109295391]PIELIKUMS 2: Atkritumu sabrukšanas laiks
Nodaļa 11 – Noteikto integrāļu pielietojumi:
8.piemērs. Atbilstoši starptautiskajām MARPOL prasībām, uz katra kuģa ir jābūt sanitāro ūdeņu apstrādes iekārtai. Caur šādu iekārtu speciāls kompresors pūš cauri gaisu. Sanitārajiem ūdeņiem periodiski ir jāpievieno bio-aktīvās vielas. Laika periods, pēc kura ir jāpievieno bio-aktīvā viela, aprēķināms atkarībā no vidējā sanitāro ūdeņu attīrīšanās laika

kur k ir konstante, kas raksturo attīrīšanās atrumu. Aprēķinā tiek lietots neīstais integrālis. 
Atrisinājums





Atbilde. Sagaidāmais sanitāro ūdeņu attīrīšanās laiks laika vienībā ir   .





















[bookmark: _Toc109295392] 4. un 5.Lekcijas. Integrēšanas Tehnika – Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana
	Tēma
	Lekcijas ilgums
	Nodaļa rokasgrāmatā

	Ceturtā Lekcija: Integrēšanas Tehnika – Daļveida Racionālo funkciju Integrēšana. Pirmā daļa
Piektā Lekcija: Turpinājums. Otrā daļa
	Lekcija: 90 min


Lekcija: 90 min
	Nodaļa 7.3.3. Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana 
Nodaļa 7.3.3. Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana 



DETALIZĒTS APRAKSTS:
Šajā nodaļa aplūkosim īpašas metodes, lai aprēķinātu nenoteiktos integrāļus no daļveida racionālām funkcijām. Apskatīsim īstas un neīstas racionālās funkcijas. Lietosim algebriskas metodes, lai racionālās daļas sadalītu elementārdaļās vai ari pakāpju funkciju summā. Tiks lietotas atbilstošas integrēšanas formulas. Nodaļā tiek izskaidroti vienkāršu racionālu funkciju integrāļu risināšanas piemēri.  
Studenti var patstāvīgi pētīt piemērus, izmantojot zinātnisko kalkulatoru Symbolab Step-by-Step Calculator; Algebra; Rational Fractions (URL: https://www.symbolab.com/solver/partial-fractions-calculator). Ar šīs programmas palīdzību studenti var pārbaudīt arī savu risinājumu pareizību.
MĒRĶIS: Apgūt racionālu funkciju integrēšanas tehniku. 
Mācību rezultāts:
1. Studenti prot sadalīt īstu racionālo daļu elementārdaļās
2. Studentu prot izpildīt polinomu dalīšanu
3. Prot atrisināt racionālo funkciju integrāļus

Priekšzināšanas: algebras identitātes; pilnā kvadrāta atdalīšanas metode; polinoma sadalīšana reizinātājos; polinoma saknes; integrēšanas un atvasināšanas pamatformulas.
Lekcijā izmantotie atslēgas vārdi: racionālās funkcijas, racionālās daļas sadalīšana elementārdaļās, polinomu dalīšana
Sakars ar jūrniecības problēmām: Nenoteikto integrāļu risināšanas metodes noder noteikto integrāļu aprēķināšanai. Daudzas inženiertehniskās problēmas tiek risinātas, izmantojot diferenciāļus un integrāļus. Navigācijas teorijā integrāļi tiek lietoti praktisku uzdevumu risināšanā, piemēram, integrāļus lieto, lai izveidotu Merkatora karti. Atvasinājumi un integrāļi palīdz iegūt precīzāku izpratni par Zemeslodes paralēlēm – kā sasniegt doto punktu, kāds ir attālums līdz tam, ja kuģis iet paralēles  virzienā. Matemātiskās analīzes rezultāti tiek lietoti kuģubūves projektos, piemēram, lai aprēķinātu kuģa korpusa izliekumu kā arī korpusa virsmas laukumu.
[bookmark: _Toc109295393]Saturs
1. Daļveida racionālās funkcijas, īstas un neīstas racionālās funkcijas
2. Vienkāršāko gadījumu pamatintegrāļi
3. Sadalīšana elementārdaļās 
3.1. Gadījums 1. Saucēju var sadalīt lineāros reizinātājos
3.2. Gadījums 2. Saucējs satur nereducējamu kvadrātisko formu
 3.3. Gadījums 3. Saucējā ir atkārtots lineārais reizinātājs
4. Neīsto racionālo daļu pārveidošana
5. Kopsavilkums
6. Vingrinājumi
7. Vingrinājumu atrisinājumi

Vērtējuma stratēģijas:
Novērtēt, kādas ir student zināšanas par algebriskiem pārveidojumiem; pārbaudīt, kā student apguvuši parciālās integrēšanas metodi.
Digitālie resursi un citi mācību līdzekļi
· PowerPointa prezentācija, lai aplūkotu dažādas algebrisku izteiksmju pārveidošanas metodes
· Tāfele uzdevumu risināšanai
· Video: neliels video par Merkatora kartes izveidošanu
https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
· Noderīgas interneta saites
Daži vēsturiski fakti par racionālo daļu integrālrēķinu pielietojumiem:
https://en.wikipedia.org/wiki/Integral_of_the_secant_function#History
Racionālo daļu integrēšanas teorētiski skaidrojumi:
a) MITOPENCOURSEWARE (Masačūsetsas Tehnoloģiju institūta lekcijas): 
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-01sc-single-variable-calculus-fall-2010/unit-4-techniques-of-integration/
b) Khan Academy:
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/bc-integration-new/bc-6-12/v/integration-with-partial-fractions
Lai pārbaudītu iegūtās atbildes:
https://www.wolframalpha.com/calculators/integral-calculator/
https://www.symbolab.com/solver/indefinite-integral-calculator
4. Lekcija. Integrēšanas Tehnika – Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana. Pirmā daļa
	LEKCIJAS GAITA


	Laiks
	Secība
	Saturs
	Pasniedzēja aktivitātes
	Studentu aktivitātes
	Tēma diskusijām

	5 min
	Iepriekšējās tēmas atkārtojums
	Atkārtot parciālās integrēšanas metodi
	Frontāla jautājumu uzdošana

	Aktīva dalība, atbildot uz jautājumiem

	

	10 min
	Darba lapa
	Atbildēt uz jautājumiem dotajā darba lapā
	Studentu zināšanu pārbaude
	Parādīt zināšanas par iepriekšējo tēmu
	Vai jūs pareizi izvēlējāties u-funkciju?

	5 min
	Prezentācija
	Racionālas funkcijas koncepcija
	Galveno priekšzināšanu nostiprināšana 
	Aktīva klausīšanās
	

	5 min

	Prezentācija
	Īstas un neīstas racionālās daļas definīcijas

	Frontāls piemēru skaidrojums, jautājumu uzdošana
	Aktīva dalība, atbildot uz jautājumiem

	

	10 min
	Pamatgadījumu risināšana
	Elementāro racionālo funkciju integrāļi

	Piemēru risināšana un skaidrošana

	Piemēru risināšana
	

	10 min


	Prezentācija


	Dekompozīcijas metode - ievads
	Frontāli paskaidrojumi

	Aktīva klausīšanās

	

	20 min
	Piemēru risināšana

	Gadījums 1: Saucējā tikai lineāri reizinātāji

	Piemēru risināšana

	Aktīva dalība piemēru risināšanā

	Kās ir vienādi polinomi?

	10 min
	Diskusija
	Reālās dzīves piemērs
	Vēsturiski fakti, video, piemēra atrisināšana, diskusija
	Diskusija

	Kasi r Merkatora karte un kā to lieto jūrniecībā?

	20 min
	Piemēru risināšana

	Gadījums 2: saucējā nereducējama kvadrātiskā forma
	Frontāli paskaidrojumi

	Aktīva dalība piemēru risināšanā

	



5.Lekcija. Integrēšanas Tehnika – Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana. Otrā daļa
	LEKCIJAS GAITA


	Laiks
	Secība
	Saturs
	Pasniedzēja aktivitātes
	Studentu aktivitātes
	Tēma diskusijām

	5 min
	Problēmas nostādne - atkārtojums

	Atkārtojums par iepriekšējā lekcijā aplūkotām metodēm 
	Frontāla jautājumu uzdošana

	Aktīva dalība, atbildot uz jautājumiem

	

	20 min
	Prezentācija piemēru risināšana

	Gadījums 3: saucējs satur atkārtoto sakni 
	Skaidrojumi, piemēru risināšana

	Aktīva dalība piemēru risināšanā

	

	10 min
	Algebras likumu atkārtošana
	Neīstās racionālās daļas: polinomu dalīšana
	Frontāli skaidrojumi
	Aktīva dalība, atkārtojot algebras likumus  
	

	10 min
	Risināšana
	Vairāki polinomu dalīšanas piemēri
	Piemēru risināšana, iesaistot studentus
	Aktīva dalība piemēru risināšanā

	

	10 min
	Kopsavilkuma veidošana
	Kopsavilkums par racionālo daļu sadalīšanu elementārdaļās
	Kopsavilkums, izceļot svarīgākos piemēra risinājuma soļus
	Aktīva klausīšanās
	Kādas integrēšanas pamatformulas nepieciešamas, integrējot racionālās daļas?

	20 min
	Piemēru risināšana
	Piemērs par neīsto racionālo daļu – polinomu dalīšana un iegūtās īstās racionālās daļas sadalīšana elementārdaļās
	Piemēru risināšana iesaistot studentus
	Piemēru risināšana 
	

	15 min
	Vingrinājumu risināšana
	Vingrinājumi patstāvīgajam darbam
	Studentu risinājumu komentēšana, skaidrošana
	Vingrinājumu risināšana, jautājumu uzdošana pasniedzējam
	



IETEICAMĀS MĀCĪBU STRATĒĢIJAS UN RESUSRSI
[bookmark: _Toc109295394]Integrēšanas Tehnika – Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana

	
	Tāfele
4. un 5. Lekcijas (nodaļa 7.3.3)  https://maremathics.pfst.hr/?p=119
Video (Mercatora karte): https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
· Darba lapas 
· Parciālā integrēšana (Integration by Parts - angliski)

	
	

	Sasniedzamie mērķi
	Lekcijas noslēgumā: 
visi studenti atšķir īstu racionālo daļu no neīstas racionālās daļas
visi studenti prot veikt polinomu dalīšanu
visi studenti ir apguvuši metodes īstas racionālās daļas sadalīšanai elementārdaļās 



Ceturtās lekcijas gaitas apraksts:
A. Lektoram jāpārbauda studentu zināšanas par parciālās integrēšanas metodi. Tiek uzrakstīta formula un lektors studentiem uzdod jautājumus par parciālās integrēšanas standarta gadījumiem.
B. Studenti izpilda darba lapu. (skat. Pielikumu 1). Skolotājs saņem student risinājumus, lai novērtētu viņu zināšanas. Tiek veiktas nelielas pārrunas par komplicētāko piemēru. 
C. Lektors sāk jaunu tēmu, kā integrēt minēto uzdevumu:

Tiek doti dažas analītiskas polinomu izteiksmes un piemēri.
D. Pasniedzējs definē īstu un neīstu racionālo daļu. Tiek doti vairāki piemēri, jautājot studentiem, kurša no tiem ir īsta , kurš neīsta racionālā daļa. Piemēram, 


E. Tiek prezentēta pamata elementāro daļu integrāļu piemēri. Studentiem tiek ieteikts, pievienot formulu sarakstam sekojošo formulu, kur zemintegrāļa funkcija saucējā satur lineāru izteiksmi:

F. Lektors skaidro īstas racionālās daļas sadalīšanu elementārdaļās. Pirmais gadījums: Saucēju var sadalīt lineāros reizinātājos. Tiek apspriests arī jautājums “Kas ir vienādi polinomi?” Lektors demonstrē ievietošanas metodi, lai noskaidrotu nezināmos koeficientus pie elementārdaļām. 
G. Lektors skaidro soli pa solim racionālās daļas integrēšanu. (skat. Piemēru 3.2 Pielikumā 2). 
H. Diskusija par racionālās daļas integrāļa pielietošanas gadījumiem tiek uzsākta. Lektors uzdod jautājumu: “Kas ir Merkatora karte un kā to lieto navigācijā?”. Viņš/viņa pastāsta dažus vēsturiskus faktus par sekantes funkcijas nozīmi Merkatora projekcijas precīzam aprēķinam:
[image: Mercator_1569.png (1158×737)]
Merkatora projekcijām ko izveidojis Gerardus Kremers (Gerardus Mercator, 1569) 
https://en.wikipedia.org/wiki/Gerardus_Mercator
Tiek demonstrēts īss video klips – Merkatora kartes izveidošanas animācija https://www.youtube.com/watch?v=CPQZ7NcQ6YQ
[image: ]

G. Kāds sakars ir sekantes funkcijai ar racionālu daļveida funkciju? Integrālis:  – tas bija izaicinošs septiņpadsmitā gadsimta vidus atklātais uzdevums (skat.:
https://en.wikipedia.org/wiki/Integral_of_the_secant_function#History). Ir zināmas dažādas metodes, kā integrēt šo funkciju. Pielikumā 3 var apskatīt īpašu substitūciju, lai iegūtu racionālās funkcijas integrāli. 
H. Lektors turpina ar nākošo tēmu: Gadījums 2: Saucējā ir nereducējama kvadrātiskā forma (skat. Nodaļu 3.3) un izskaidro, kādas elementārdaļas te var izveidot. 
I. Piemērs 3.3 no Nodaļas 3.3 tiek izskaidrots soli pa solim. Lektors lieto nenoteikto koeficientu metodi. 


Piektās lekcijas  gaitas apraksts:
A. Iesākumā tiek atkātoti divi racionālās daļas sadalīšanas saskaitamajos gadījumi, aplūkoti iepriekšējā lekcijā.
B. Lektors demonstrē Gadījumu 3: Saucējā ir atkārtotā sakne. Viņš/viņa paskaidro, ka nezināmo koeficientu atrašanai ir izdevīgi lietot kombinētu metodi – ievietošanas metodi un arī nenoteikto koeficientu metodi. 
C. Lektors risina piemēru 3.4 no Nodaļas 3.3 soli pa solim. 
D. Aplūko neīstās racionālās daļas, atkārto polinomu dalīšanu.
E. Studenti risina polinomu dalīšanas piemērus. Ieteicams dot arī tādus piemērus, kur daži polinoma koeficienti ir vienādi ar nulli, piemēram,

F. Lektors izveido kopsavilkumu – kā rīkotie, ja ir dota neīsta vai īsta racionālā daļa, lai sadalītu tās elementārdaļās, kuras ir vienkārši nointegrēt.
G. Piemēra 5.1 no Nodaļas 3.3 risinājumu demonstrē soli pa solim. 
H. Studentu patstāvīgajam darbam pasniedzējs rekomendē vingrinājumus, kas doti Nodaļas 3.3 beigās.
I. Tāpat arī pasniedzējs iesaka noskatīties video skaidrojumu (angliski) “Tips and Tricks of Integration: Part 4: Struggle with a rational function” MareMathics mājas lapā: https://maremathics.pfst.hr/?p=3672 
[image: ]
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Parciālās integrēšanas formula

Dotajiem integrāļiem izvēlieties atbilstošo u-funkciju:

	Nr
	Integrālis
	-funkcija

	1
	
	

	2
	
	

	3
	
	

	4
	
	

	5
	
	

	6
	
	

	7
	
	

	8
	
	

	9
	
	

	10
	
	

	11
	
	



Atbildes
	Nr
	Integrālis
	-funkcija

	1
	
	

	2
	
	

	3
	
	

	4
	
	

	5
	
	

	6
	
	

	7
	
	

	8
	
	

	9
	
	

	10
	
	

	11
	
	





[bookmark: _Toc109295396]PIELIKUMS 2: Gadījums 1: Īstas racionālās daļas integrēšana 
Nodaļa 7.3.3: Integrēšanas Tehnika: Daļveida Racionālo Funkciju Integrēšana
Piemērs 3.2
Aprēķināt integrāli

Atrisinājums
Pirmā daļa: sadalīšana elementārdaļās 
Solis 1. Saucēju sadala reizinātājos   
 
Solis2. Raksta elementārdaļas ar nezināmām konstantēm

Solis 3. Pielīdzina saucējus, vienādo skaitītājus un atmet saucējus vienādības abās pusēs

Solis 4. Ievieto vērtību , lai aprēķinātu konstanti 



Solis 5. Ievieto vērtību , lai aprēķinātu konstanti 



Otrā daļa: Integrēšana


Atbilde 



[bookmark: _Toc109295397]PIELIKUMS 3: Sekantes funkcijas integrēšana 
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	Tēma
	Lekcijas ilgums
	Nodaļa rokasgrāmatā

	Sestā Lekcija:  Integrēšanas Tehnika – Trigonometrisko Funkciju Integrēšana 
	Lekcija: 90 min


	Nodaļa 7.3.4. Trigonometrisko funkciju integrēšana




DETALIZĒTS APRAKSTS:
Ar trigonometrisko funkciju palīdzību var aprakstīt dažādus svārstību procesus. Šo procesu izpētē var izmantot integrāļus no saliktām trigonometriskām funkcijām. Trigonometrijas identitātes tiek lietotas, lai pārveidotu šādus integrāļus un vienkāršotu aprēķinus. Šajā nodaļā tiks aplūkotas trigonometrijas formulas plašāk izmantojamiem integrāļiem, kā arī piemēroti substitūciju veidi. Papildus tiks aplūkota arī trigonometriskā substitūcija.
MĒRĶIS: Mācīties pielietot trigonometrijas identitātes un substitūciju trigonometrisko integrāļu aprēķināšanā.
Mācību rezultāts:
1. Studenti māk integrēt integrāļus no trigonometriskām funkcijām, pielietojot trigonometriskās identitātes.
2. Studenti prot pielietot trigonometrisko substitūciju.

Priekšzināšanas: integrēšanas un atvasināšanas pamatformulas, substitūciju metode, algebras un trigonometrijas formulas.
Lekcijā izmantotie atslēgas vārdi: salikta funkcija, substitūcija, trigonometrija.
Sakars ar jūrniecības problēmām: trigonometriskas funkcijas tiek lietotas, lai aprakstītu sinusoidālus procesus. Trigonometrisko funkciju integrāļi palīdz atrisināt dažādas problēmas, piemēram, lai izstrādātu efektīvu propelleru spārnu formu; lai ar kuģa vadības iekārtām aprēķinātu viļņu pretestību, tā novērtējot kuģa gaitas stabilitāti. 

[bookmark: _Toc109295399] Saturs
1. Saliktas trigonometriskas funkcijas, kuru arguments ir lineārs
2. Sinusa un kosinusa funkciju reizinājums
3. Trigonometrisko funkciju pakāpes
4. Dubultleņķa formulas
5. Trigonometriskā substitūcija
6. Vingrinājumi
7. Atrisinājumi

Vērtējuma stratēģijas:
Testēt student zināšanas par īstām un neīstām racionālajām daļām. Novērtēt student zināšanas par trigonometriju lekcijas laikā.
Digitālie resursi un citi mācību līdzekļi
· PowerPointa prezentācija – piemēri ātram atbilžu testam
· Prezentācija par trigonometrisko funkciju integrēšanu
· GeoGebra programmas lietošana
· Tāfele uzdevumu risināšanai
· Noderīgas interneta saites
Dažu vienkāršu piemēru izskaidrojumi
https://www.zweigmedia.com/RealWorld/trig/trig4.html
Metodes
https://www.mathcentre.ac.uk/resources/uploaded/mc-ty-intusingtrig-2009-1.pdf
Vingrinājumu kopa
https://www.math.ucdavis.edu/~kouba/CalcTwoDIRECTORY/trigintdirectory/TrigInt.html

Integrēšanas Tehnika: Trigonometrisko Funkciju Integrēšana
	LEKCIJAS GAITA


	Laiks
	Secība
	Saturs
	Pasniedzēja aktivitātes
	Studentu aktivitātes
	Tēma diskusijām

	10 min
	Tests

	Jā/Nē ātrais tests par īstām un neīstām racionālajām daļām
	Prezentācijas testa jautājumu attēlošana 

	Studentu pašnovērtējums

	

	10 min
	Prezentācija
	Ievada daļa – trigonometrisko funkciju integrāļi
	Frontāli, grafiku konstruēšana, saliktu funkciju integrēšanas metožu atkārtojums
	Aktīva klausīšanās, atbildēšana uz jautājumiem

	

	10 min
	Prezentācija
	Dažādu argumentu trigonometrisko funkciju reizinājums
	Trigonometrisko formulu atkārtojums, piemēru risināšana
	Aktīva dalība piemēru risināšanā
	Kādi ir trigonometrisku izteiksmju pārveidošanas paņēmieni?

	20 min

	PrezentācijaPiemēru risināšana
	Trigonometrisko funkciju pāra/nepāra pakāpes
	Substitūciju metode, piemēru risināšana
	Aktīva klausīšanās, piemēru risināšana

	

	15 min

	PrezentācijaPiemēru risināšana
	Dubultleņķu formulas
	Paskaidrojums par zemintegrāļa funkcijas pārveidošanu
	Aktīva klausīšanās, piemēru risināšana

	

	5 min


	Diskusija 


	Trigonometrija jūras navigācijā
	Diskusija

	Diskusija
Atbildēšana uz jautājumiem

	Kādos reālās dzīves gadījumos lieto trigonometriju? Kā to lieto navigācijā?

	20 min
	PrezentācijaPiemēri

	Trigonometriskā substitūcija

	Piemēru risināšana, ieteikumu prasīšana studentiem
	Aktīva klausīšanās, dalība piemēru risināšanā

	



IETEICAMĀS MĀCĪBU STRATĒĢIJAS UN RESUSRSI
[bookmark: _Toc109295400]Integrēšanas Tehnika – Trigonometrisko Funkciju Integrēšana

	
	Tāfele
GeoGebra programma
Lekcija 6 (Nodaļa 7.3.4)  https://maremathics.pfst.hr/?p=119
Video (virziens un trigonometrija - angliski): https://www.youtube.com/watch?v=jnjRBawGJ_c
Video (policijas un noziedznieka laivas - angliski): https://www.youtube.com/watch?v=qAYd9FPYubk



	
	

	Sasniedzamie mērķi
	Lekcijas noslēgumā: 
visi studenti zina, kā lietot trigonometrijas formulas, lai pārveidotu zemintegrāļa funkciju
visi studenti saprot trigonometrisko substitūciju 



Lekcijas gaitas apraksts:
A. Pasniedzējs iesāk nodarbību ar ātru atbilžu testu par īstām un neīstām racionālajām daļām. Piemērus demonstrē vienu pēc otra, sagaidot ātru student reakciju. Katru piemēru demonstrē 10 – 20 sekundes, tad demonstrē nākamo piemēru. (var dot kādus 10 piemērus) Studenti atzīmē tikai jā vai nē (skat. Pielikumu 1) Pēc testa tiek aplūkotas pareizās atbildes, student izdara pašnovērtējumu. 
B. Lektors iesāk tēmu ar dažiem vienkāršiem integrāļiem, kur zemintegrāļa funkcija ir salikta trigonometriska funkcija, kuras arguments ir lineāra funkcija. Viņš/viņa atkārto saliktas funkcijas integrēšanas metodes un ierosina minētos integrāļus pievienot formulu sarakstam:

Lektors jautā, vai studenti atceras, kā salikto trigonometrisko funkciju grafiki atšķiras no pamatelelementāro funkciju grafikiem. Aplūko dažus piemērus, konstruētus ar programmas GeoGebra palīdzību, piemēram: 
[image: ]

C. Nākošais temats ir par dažādu argumentu trigonometrisku funkciju reizinājumu. Te lektors atgādina argumentu saskaitīšanas teorēmas: 



Pasniedzējs paskaidro, ka no funkciju reizinājuma var iegūt saskaitāmos – saliktas trigonometriskas funkcijas. Risina piemērus ar studentu aktīvu dalību.  
D. Lektors risina nākamo jautājumu par zemintegrāļa funkciju, kas satur sinusa un kosinusa funkcijas ar vienādiem argumentiem, kur sinusa un kosinusa funkcijas ir veselā pakāpē 

Gadījumi, kad kāpinātāji ir pāra vai nepāra skaitļi, tiek aplūkoti atsevišķi.
E. Lektors paskaidro, ja kāds no kāpinātājiem ir nepāra skaitlis, tad šāda uzdevuma risināšanā var lietot substitūciju, piemēram,

Studentiem jautā, kuru no funkcijām būtu izdevīgi apzīmēt. Tiek atkārtota arī Pitagora teorēmas trigonometriskā forma.
F. Tiek aplūkoti arī piemēri ar negatīvu kāpinātāju (skat. Pielikumu 2).
G. Ja zemintegrāļa funkcijas satur tikai pāra pakāpes, tad šīs funkcijas var linearizēt ar kosinusa dubultleņķa formulām:


Dažkārt uzdevuma vienkāršošanai izdevīgi lietot arī sinusa dubultleņķa formulu:

Lektors risina un skaidro kādu vienkāršu piemēru, pēc tam aplūko arī kādu sarežģītāku gadījumu (skat. Nodaļas 7.3.4 piemērus 4.1 un 4.2).
H. Lektors ierosina diskusiju par trigonometrijas pielietojumiem reālajā dzīvē (aplūko piemērus par attālumu starp objektiem; fluktuācijas novērtēšanu; GPS navigāciju, lai precīzi noteiktu pozīciju; trigonometrija arhitektūrā; navigācijā un citur). 
Studentu patstāvīgajām studijām lektors iesaka noskatītie video par laivas kustību un trigonometrijas pielietojumu (angliski): https://www.youtube.com/watch?v=jnjRBawGJ_c; un otru piemēru par policijas un noziedznieka laivām: https://www.youtube.com/watch?v=qAYd9FPYubk
I. Pasniedzējs demonstrē trīs speciāl-gadījumus, kad ir lietderīgi lietot trigonometrisko apzīmēšanu:
                            Gadījums 1.   Zem saknes    apzīmējam  
                                Gadījums 2.   Zem saknes    apzīmējam 
                                Gadījums 3.   Zem saknes    apzīmējam  
J. Lektors ar studentiem pārrunā, kā izpildīt šo apzīmēšanu, un risina piemēru, uzsverot, ka uzdevuma beigās ir nepieciešams atgriezties pie dotā funkcijas argumenta  (Skat. Nodaļu 7.3.4 piemēru 5.1).
K. Nodaļas 7.3.4 beigās dotos vingrinājumus ieteic student individuālajam darbam.
L. Lektors rosina studentus noskatīties arī video (angliski) “Tips and Tricks of Integration – Part 5 – This difficult, difficult trigonometry”:
 https://maremathics.pfst.hr/?p=3672

[image: ]


[bookmark: _Toc109295401]PIELIKUMS 1: Ātrais tests par īstām un neīstām racionālajām daļām

Pamatjautājums: “Vai šī ir īsta racionālā daļa?”
Piemēri:

Atbilde:   Jā            Nē            


[bookmark: _Toc109295402]PIELIKUMS 2: Divas u-substitūcijas metodes 
Aprēķini integrāli

                            Atrisinājums
Pirmā metode: 






Otra metode: 








1
image1.png




image2.png




image3.png
o

ARE
M -~ —

[+ ) Block

zva= | i=d=T [EHISHE

I}

+ Basic Algebra 2 Complex Numbers 3 Matrces and Determinarts
= = e

4 Vectors 5 Functions. 6. Calculus
https://maremathics.pfst hr/index.php/category/docu/ M - - o




image4.png
o

ME2RE, . -
h+h/C/ - ‘

Category: Intellectual Output 3

Block:
AAY) E\?;;' |l
gl

- = =

6. Calculus & Statstcs and Probabilty




image5.png




image6.png
7

OB

///3

(L

L





image7.png




image8.png




image9.png
o

MareMathics: Innovative Approach in
Mathematical Education for Maritime

Students

Lips & tvicks of integration |
Part 1: Let's play with a power

function!

m Latvian Maritime Academy




image10.png




image11.png
MareMathics: Innovative Approch in
Mathematical Education for Maritime
Students

integration

'Pm't 2: Dntegration of composite
functions - change of diffevential

Latvian Maritime Academy




image12.png
m 5w Insert equation
Image.
Find the correct answer
& e
e [xva
o

vieo
© o ©
©




image13.png
How to solve the integrals that are similar
to the basic formulas of integration?

Jaseer

Jo
e

fecrma





image14.png
How to solve the integrals
that are similar to the basic
formulas?

Cosine function as an integrand
Formula contans al variabies  for
Inegrand  cosu

e
Antdervatve e





image15.png
Given task

jr——

Tosoply e formua

J—

Change of differential

e need 1o chang the iferencl
ax by dsn)

he dferntl wecan sl b the formula

a(feo) = ()ax

We szt





image16.png
Solving of given integral

Jeosswax=

J e et

Summary

Forcomposte funcions with  Inar argumentwe appythe ormula

o byt w2 san s st oy = sy

Inshore form

Jrasen

Lrasee





image17.png
Concusion
LS R———
[

T ot et | [ reoan = |

" detec the ol o thesrgmnt x o = ax + b

RS





image18.png
Jese1rran

Challenge

0t sle the fllowingeercise using ere described method:

~sfel e





image19.png
Additional note
A some sl ool o your spectal. s

[ -





image20.png
The STP is Fitted in the Engine room of the ship, where all the black and grey water is collected and treated
e





image21.png
Search

Q¢

' HOUSTON MATH PREP
Integration By Parts

Tabular Method wdv = uy —f viw LIPET
Examples o T 4/
I bx? ws(2x)| +\
£
ffmpor  aritar
= B Psia2y +3 xTeos 2x ~F k61N 2x dox \:%us(z;)\\ﬂ
A os2x + C 20 _%S-MIZ% -
4 Nl |
3] Teos(x) |
. . 0





image22.png




image23.png




image24.png
MareMathies: Innovative Approach in
Mathemaical Education for Maritime
Students

Tips & Tricks of Ontegration

Part 4: Struggle with a vational function

m Latvian Maritime Academy




image25.png
+ @ @ @ 0 |¥

AL D OO 4L N e P
iy =sin(x) =N

giy=sin(3%) Sinusa funkcijas koeficientu nozime

h:y=2sin(3x)

Sinusa funkcijas koeficicdtu ¢
nozime

Input..

=)





image26.png
Mathe:
Students,

Tips & “Lricks of Ontegration
Pavt 5: “This difficult, difficult tvigonometry

m Latvian Maritime Academy




image27.png
LS Co-funded by the
LS Erasmus+ Programme
[ of the European Union




