9.Parastie diferencialvienadojumi

APRAKSTS:

Saja sadald tiek aplikoti parastie pirmas un otras kartas diferencialvienadojumi. Sadala aptver
diferencialvienadojumu pamatveidus, tas ir, pirmas kartas diferencialvienadojumus ar atdalamiem mainigiem,
linearus diferencialvienadojumus un otras kartas linearus vienadojumus ar konstantiem koeficientiem. Tiek
aplikota ari Laplasa transformacija un tas pielietojums diferencialvienadojumu risinasanai. Sadala satur
uzdevumu risinajumu paraugus ar detalizétu risinajumu, lai sniegtu noradijumus par to, ka izprast un risinat
dazadu veidu diferencialvienadojumus. Dazi diferencialvienadojumu pielietojumi tiek izskatiti saistiba ar
jdrniecibas problémam.

MERKIS: Gat izpratni par diferencidlvienadojumiem un par diferencidlvienadojumu pielietojumiem;
apglt iemanas pirmas un otras kartas parasto diferencialvienadojumu risinasana un izprast risinasanas
principus.

1. Spéja noteikt diferencialvienadojuma veidu

2. Spéja risinat pirmas kartas diferencialvienadojumus izmantojot atbilstoSus risinasanas
metodes.

3. Spéja risinat otras kartas linearus diferencialvienadojumus ar konstantiem koeficientiem.
Spéja risinat linearus diferencialvienadojumus izmantojot Laplasa transformaciju.

Priek$zinasanas: algebra, logaritmiskas funkcijas un to Tpasibas, kompleksie skaitli,
vienargumentu funkciju atvasinasana, nenoteiktie integrali un integrésanas metodes, linearu
vienadojumu sistémas.

Saistiba ar jdrniecibas problémam: Diferencialvienadojumi ir pasaules modelis. Tos plasi
izmanto dazadu procesu un paradibu matematiskai modelésanai dazadas zinatnu un
tehnologiju jomas: fizika, kimija, biologija, ekonomika un ari daudzu jarniecibas problému
modelésana. Pieméram, diferencialvienadojumi apraksta kuga kustibu un SdpoSanu.
Diferencialvienadojumus izmanto, lai aprakstitu dzeséSanas procesus, vibracijas, siju un
plaksnu deformaciju, kas ir svarigi kuga projektéSsana, un kravas parvadajumu slodzes
aprékinos. Kugu un elektroautomatisko sistému elektrisko kéZu procesus ari apraksta ar
diferencialvienadojumiem. Diferencialvienadojumus izmanto, lai risinatu problémas, kas
saistitas ar jdras ekologiju. Pieméram, diferencialvienadojumus izmanto, lai aprakstitu
daudzas kimiskas reakcijas, lai aprakstitu dazadu baktériju un mikroorganismu izplatisSanu un
izmirsanu jara, lai aprakstitu zivju populacijas izplatiS8anos un izmirSanu, kas ir svarigi nozvejas
kontrolei.

Saturs:
9.1. Diferencialvienadojumu pamtjédzieni

9.2. Pirmas kartas diferencialvienadojumi.
9.2.1. Pirmas kartas diferencialvienadojumi: Pamatjedzieni
9.2.2. Pirmas kartas diferencialvienadojumi: Diferencialvienadojumi ar atdalamiem mainigiem
9.2.3. Pirmas kartas Lineari Diferencialvienadojumi



9.3. Otras kartas Lineari Diferencialvienadojumi
9.3.1 Otras kartas diferencialvienadojumi: Pamatjédzieni.
9.3.2. Otras kartas Lineari Homogéni Diferencialvienadojumi ar konstantiem koeficientiem
9.3.3. Otras kartas Lineari Nehomogeéni diferencialvienadojumi ar konstantiem koeficientiem

9.4. Laplasa transformacija. Laplasa transformacijas pielietojumi diferencialvienadojumu
risinasanai.
9.4.1. Laplasa transformacija. Definicija un pamatipasibas.

9.4.2. Laplasa transformacijas pielietojumi diferencialvienadojumu risinasanai

9.5. Diferencialvienadojumu pielietojumu pieméri



DIFERENCIALVIENADOJUMI

9.1. Diferencialvienadojumu pamatjédzieni

Definicija: Diferencialvienadojums

Vienadojumu, kas satur nezinamu funkciju un Sis funkcijas atvasinajumus vai diferencialus
sauc par diferencidlvienGdojumu.

Eksisté parastie diferencialvienadojumi un parcialie diferencialvienadojumi.

Definicija: Parastie diferencialvienadojumi

Ja nezinama funkcija, ko satur diferencialvienadojums, ir vienargumenta funkcija, tad
diferencialvienadojumu sauc par parcialo diferencialvienadojumu.

Vispariga veida prasto diferencialvienadojumu pieraksta sekojosi:

F(x, v,y y',y", ...,y(”)) =0

vai

r dy d’y d°y  d"y\ _ 0
YV A A3 dx ) T

kur y(x) ir nezinama funkcijauny’ = %, "= %, e, Yy = % ir funkcijas y(x) atvasinajumi.
1. Piemers
Sekojosie divi vienadojumi

y' +xy =x3

y" — 5y’ + 6y = 13sin(3x)
ir parastie diferencialvienadojumi. Nezinama funkcija y=y(x) ir viena argumenta funkcija.

Dotie vienadojumi var bt arT pierakstiti sekojo3a veida

d
d—z + xy = x3
d’y _dy .
E - 5& + 6y = 1351n(3x)



Definicija: Parcialais diferencialvienadojums

Diferencialvienadojumu, kas satur vairaku argumentu funkciju un tas parcialos atvasinajumus,
sauc par parcidlo diferencialvienadojumu.

2.Piemers

Stigas svarstibu vienadojums

9?U _ ,0%U
—_— =3¢ —

ot? 0x2
ir divu argumentu funkcijas U=U(x,t) parcialais diferencialvienadojums.

Saja sadala més aplikosim tikai pirmas un otras kartas parastos diferencialvienddojumus.

Definicija: Diferencialvienadojuma karta

Par diferencialvienddojuma kartu sauc nezinamas funkcijas atvasinajuma augstako kartu, ko
tas satur.

3. Piemers

1. kartas parastais diferencialvienadojums: y' +xy = x3

2. kartas parastais diferencialvienadojums: y" —5y"+ 6y = 13sin(3x)
3. kartas parastais diferencialvienadojums: y" —xln(x) =0

Definicija: Diferencialvienadojuma atrisinajums

Par diferencialvienadojuma atrisinGjumu sauc jebkuru tadu funkciju y=y(x), kura apmierina
doto vienadojumu, tas ir, funkciju, kuru, ievietojot vienadojuma, ieglst identitati.

Definicija: Diferencialvienadojuma visparigais un partikularais atrisinajumi

Parasta n-tas kartas diferencialvienadojuma atrisinajumu, kas satur tiesi n (maksimalais skaits)
patvaligu  konstanSu, sauc par diferencialvienadojuma visparigo atrisingjumu.
Diferencialvienadojuma atrisinajumu, kas ir ieglts, aizstajot patvaligas konstantes vispariga
atrisinajuma ar noteiktam skaitliskam vértibam, sauc par partikularo atrisinGjumu.

Definicija: Diferencialvienadojuma singularais atrisinajums

Diferencialvienadojuma atrisinajumu, kas nesatur patvaligas konstantes un kuru nevar ieglt
no diferencialvienadojuma vispariga atrisinajuma, sauc par singuldro atrisin@jumu.



9.2. Pirmas kartas diferencialvienadojumi

Pirmas kartas diferencialvienadojumu pamatjédzieni tiks aplikoti $aja nodala. Detalizéti tiks aplikoti
diferencialvienadojumi ar atdalamiem mainigiem un pirmas kartas linearie diferencialvienadojumi.
Lineariem diferencialvienadojumiem tiks prezentétas divas risinasanas metodes, tas ir, konstansu
variacijas metode un Bernulli metode.

9.2.1. Pirmas kartas diferencialvienadojumi: Pamatjédzieni

Parasto pirmas kartas diferencialvienadojumu var uzdot sekojosos veidos:
a) Vispariga veida
F(x,y,y) =0,

b) Normalforma

y'=fxy)
c) Diferenciala forma (nemot vér3a, ka y' = dy/dx)

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0
kur f(x,y), P(x,y), Q(x,y) vispariga gadijuma ir divu argumentu funkcijas.

Atzimésim ari, ka f(x,y) = —P(x,y)/Q(x,y).

4. Piemeérs

Aplikosim vispariga veida dotu diferencialvienadojumu:
x*+1)y —2xy—3x=0
So vienadojumu var pierakstit ari normalforma forma, izsakot no vienadojuma y’

,  2xy+3x
P

Doto vienadojumu var ari pierakstit diferenciala forma, pirmaja vienadojuma y’ aizvietojot ar
dy/dx un sareizinot vienadojuma abas puses ar dx

(2xy + 3x)dx — (x> + 1)dy = 0

Pirmas kartas diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums satur vienu patvaligu konstanti C un var
bat pierakstits normalforma forma y' = ¢@(x, C) vai vispariga forma ®(x,y,C) = 0.



Definicija: Visparigais integralis

Diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu, kas dots vispariga forma ®(x,y,C) = 0, sauc
par visparigo integrali.

levietojot konstantes C vieta kadu patvaligo skaitli, més iegistam kadu konkrétu atrisinajumu, ta
saukto diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu.

5.Piemeérs

Apllkosim vienu no vienkarsakajiem pirmas kartas diferencialvienadojumiem
!
y' = 2x.

Lai atrastu nezinamo funkciju y(x), izmantosim integréSanu péc argumenta x, nemot véra, ka
y = [y'dx.Rezultata

y=f2xdx=x2+C

kur Cir integracijas konstante.

Funkcija y = x2 + C ir dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums, jo funkcija satur
patvaligu konstanti C un y' = (x?2 + C)’ = 2x (tas nozimé, ka &1 funkcija apmierina doto
diferencialvienadojumu).

Aizstajot konstanti C vienadojuma visparigaja atrisinajuma ar konkrétu vértibu, més ieglistam
ta saukto, partikularo atrisinajumu. Pieméram,

y = x% — 2 ir partikularais atrisinaju, kas atbilst C = —2,
y = x2 —1 irpartikularais atrisindjums, kas atbilst C = —1,
y= x? ir partikularais atrisinajums, kas atbilst C = 0,

y = x? 4+ 1 ir partikularais atrisinajums, kas atbilst C =1,
y = x2 + 2 ir partikularais atrisinajums, kas atbilst C = 2.

leglto atrisinajumu grafiki attélo parabolu kopu, kur katra parabola atbilst noteiktai
konstantes C vértibai (skat. ziméjumu 1)



1. ziméjums
Tadejadi diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir funkciju kopa un katrai noteiktai
konstantes C vértibai atbilst viens noteiktais atrisinajums , kuru sauc par partikularo atrisinajumu.
Te izriet divi |oti svarigi jautajumi:

1) Vaivienmér vienadojumam eksisté atrisinajums?
2) Kadam nosacijumam ir jablt spéka, lai iegtu noteiktu atrisinajumu?

Atbildes uz Siem jautajumiem dod Kosi teoréma:

Kosi teoréema: Diferencialvienadojuma atrisinajuma eksistences un unitates teoréma

Ja vienadojuma y' = f(x,y) labas puses funkcija f(x,y)un tas parcialais atvasinajums péc y
g—}f’ ir nepartrauktas funkcijas kada plaknes xOy apgabala D, tad, lai kads bdtu S apgabala

punkts (Xq, Vo), eksisté viens vienigs atrisinajums y = @(x), kas apmierina nosacijumu y, =
¢(Xo).

So nosacijumu sauc par sakuma nosacijumu

y(Xo) =y, Jjeb Y|x=x0 =Yo

KosT teoréma geometriski nozimé, ka caur katru apgabala D punktu (x,,y,) iet viena vieniga
integrallinija. Ja Kosi teorémas nosacijumi nav izpilditi, tad to garantét nevar.

BieZi no atrisinajumu kopas ir jaizvélas tikai viens konkréts atrisinajums, kas apmierina kadu konkrétu
nosacijumu. Saja gadijuma diferencialvienadojums tiek dots kopa ar nosacijumu y(x,) = y,, kas
nozimé, ka nezinamas funkcijas vértiba ir vienada ar y, ja argumenta vértiba irn x,. So papildus
nosacijumu sauc par s@akuma nosacijumu.

Definicija: Pirmas kartas diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums

Funkciju y = @(x,C) sauc par diferencialvienadojuma y' = f(x,y) visparigo atrisindjumu
apgabald D, kurd ir spéka Kosi teorémas nosacijumi, ja $1 funkcija apmierina divus
nosacljumus:



1) katrai konstantes C veértibai funkcija y = @(x,C) ir dota diferencialvienadojuma
atrisinajums;

2) lai ari kads bdtu apgabala D punkts (Xg, Vo), eksisté viena noteikta konstantes C
vértiba Cy, ar kuru atrisinajums y = @(x, Cy) apmierina sakuma nosacijumus y(x,) =
Yo-

Definicija: Sakumvértibas probléma

Sakumvértibas probléma jeb Kosi probléma, jeb KosT uzdevums ir uzdevums, kas ietver
parasto diferencialvienadojumu F(X,y,y') = 0 kopa ar sakumnosacijumu y(xo) = ¥, kas
nosaka nezinamas funkcijas vértibu dotaja punkta X,. Atrisinat Kos1 uzdevum, nozimé atrast
konkretu diferencialvienadojuma atrisinajumu, kas apmierina sakumnosacijumu y(xq) = ¥o.

Tadejadi , diferencialvienadojuma visparigam atrisinajumam geometriski atbilst liniju kopa xOy
plakné. Turklat sakotné&jais nosacijums y(x,) = y, , no geometriska viedokla, ir punkts, caur kuru iet
[inija, kas atbilst Kosi problémas atrisinajumam.

Kosi uzdevums tiek risindts sekojosi:
1) Tiek atrasts diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums, kas satur patvaligu konstanti C.

2) Diferencialvienadojuma vispariga atrisinajuma x un y vieta ievieto sakuma nosacijuma vértibas x,

un yo.
3) Atrisina ieglto vienadojumu attieciba pret C.

4) leguto C vertibu ievieto visparigaja atrisinajuma.

6. Piemers

AplUkosim diferencialvienadojumu no 5.pieméra kopa ar sakumnosacijumu y(—2) = 6, tas ir,
apltkosim sekojo$o Kost uzdevumu:

y'=2x un y(-2)=6.
Atrisinajums

Mums jaatrod uzdota diferencialvienadojuma atrisinajumu, kas apmierina sakumnosacijumu
y(—2) = 6. Diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

y=x2+C
(skat. 5.pieméru).
Lai atrastu atbilstoSo C vertibu, vajag ievietot x=—2 un y =6 diferencialvienadojuma
visparigaja atrisinajuma x un y vieta:
6=(-2)2+C



KosT uzdevuma atrisinajumu ieglstam, ievietojot ieglto konstantes C vértibu
diferencialvienadojuma visparigaja atrisinajuma. Rezultata partikularais atrisinajums, kas
apmierina doto sakumnosacijumu ir:

y=x%2+2

Grafiska interpretacija (skat. 1.zimé&jumu) ir sekojosa: no Iliknu kopas ir jaizvélas tikai viena
likne, kas iet caur punktu M(-2,6). Sis liknes vienadojums ir .y = x? + 2.

Ir dazadi pirmas kartas diferencialvienadojumu veidi, kuri tiek risinati ar dazadam metodém. Talak ir
apskatiti diferencialvienadojumi ar atdalamiem mainigajiem un linearie vienadojumi, ka ari to
risinasanas metodes.



AplUkosim pirmas kartas diferencialvienadojumu, kas ir uzdots normalforma y' = f(x,y).

Definicija:

Pirmas kartas diferencidlvienadojumu y' = f(x,y) sauc par diferencialvienadojumu ar
atdalamiem mainigiem, ja labas puses funkciju f (x,y) var sadalit divu nepartrauktu
vienargumentu funkciju reizinajuma, kur vienas funkcijas arguments ir x, bet otras funkcijas
argumentsiry

y' =) ()

Diferencialvienadojuma risinasanas metode:

" - . . - - d
1) Funkcijas atvasinajumu y’ izsaka diferenciala forma y' = d—i

d
= =60 6)

2) Atdala mainigos, tas ir, parnes visus reizinatajus, kas satur y (ieskaitot dy), uz vienu vienadojuma
pusi un reizinatajus, kas satur x (ieskaitot dx), uz otru pusi. Sim nolikam abas vienadojuma puses
reizina ar dx un dala ar f,(y)

dy_

50 f, (x)dx

Tiek pienemts, ka f,(y) #0.

3) Abas vienadojuma puses integré péc atbilstosiem mainigiem f% = [ f;(x)dx
2

4) No iegutas izteiksmes funkciju y izsaka atklata veida, ja tas ir iespéjams.

Ja y(x) nav iespéjams izteikt normalforma, tad  atrisinajumu pieraksta vispariga forma
un saka, ka ir iegUts diferencialvienadojuma visparéjais integralis:

Y(xy) =C

5) Dalot abas vienadojuma puses ar f,(y), tika pienemts, ka f,(y) # 0. Tadéjadi var pazaudét
vienadojuma iespéjamo atrisinajumu f,(y) = 0 . Ja ir tadas y veértibas, kuram f,(y) = 0 un &is
vértibas apmierina doto diferencialvienadojumu, tad Sis vértibas arl ir diferencialvienadojuma
atrisinajumi. Tapéc ir japarbauda, vai f,(y) = 0 ir diferencialvienadojuma atrisinajums, un, ja tas ir
atrisinajums, tad japarbauda, vai tas ir singularais atrisinajums.

Tagad aplikosim diferencialforma dotu vienadojumu

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = 0



Definicija:

Diferencialvienadojumu  P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 sauc par diferencialvienadojumu ar
atdalamiem mainigiem, ja katru funkciju P(x,y) un Q(x,y)dy var sadalit reizinatajos, ta, lai
katrs reizinatajs batu funkcija, kas atkariga tikai no viena mainiga

Pi(x) - P (y)dx + Q1 (%) - Q2(y)dy = 0
Diferencialvienadojuma risinasanas metode:
1) Atdala mainigos
Q: (%) * Qz(y)dy = Py (x) - P, (y)dx

Q2 (y)dy - _ P, (x)dx
P (y) Q: (%)

2) Integré abas iegltas izteiksmes puses

Q2 (y)dy —_ P; (x)dx
P, (y) Q)

3) legist atrisinajumu normalforma vai vispariga forma.

4) Parbauda, vai P,(y) = 0un Q4(y) = 0 ir diferencialvienadojuma singularie atrisindjumi.

7. Piemers

Atrisinat diferencialvienadojumu y'—(x+2)-e¥=0.

Atrisinajums

Doto vienadojumu var pierakstit forma
y=x+2)-e”Y

Sis vienddojums ir vienadojums ar atdaldmiem mainigiem, tapéc ka funkcija vienadojuma
labaja pusé ir divu funkciju reizinajums. Viena no §im funkcijam satur tikai mainigo lielumu x
un otra funkcija satur tikai mainigo lielumu vy.

Risinam vienadojumu, veicot sekojosas darbibas:

q A A / ﬂ_

1) Aizvietojam y' ar e
Y o x+2)-e
= X e

2) Atdalam mainigos, reizinot vienadojuma abas puses ar dx un dalot ar e™Y.
dy
g = (X + Z)dX

Ta ka e™¥ # 0, més nepazaudg&jam nevienu atrisinajumu, vienadojumu dalot are™ .



3) Rezultata mums ir izteiksme, kurai kreisaja pusé ir izteiksme, kas satur tikai argumentuy un
labaja pusé tikai argumentu x. Tas nozimé, ka més varam integrét abas izteiksmes puses:

-f%:f(x+2)dx

Aprékinasim atseviski abus integralus

YW _ [evay=ev 4
ﬁ—f@ y—e+1

X + 2)?
o2,

f(x+2)dx=f(x+2)d(x+2)=

4) Rezultatd mums ir
(x+2)?

ey+C1= 2

+C,
_ (x+2)?

y
© 2

+C2_C1

Ta ka C; un C, ir konstantes, C, — C; = C ari ir konstante. Tapéc péc integrésanas, tikai
viena integrésanas konstante C parasti tiek pieskaitita tikai viena izteiksmes pusé.

_ (x+2)?

y
€ 2

+C

Atrisinajumu normalforma var iegtt, logaritmeéjot abas vienadojuma puses

y=ln((X+TZ)2+C>

Tas ir dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums.

8. Piemeérs

Atrisinat diferencialvienadojumu  (y + xy)dx + (x — xy)dy = 0.

Atrisingjums

Doto diferencialvienadojumu var parveidot forma
y (1+x)dx+x-(1-y)dy=0

Sis vienddojums ir vienddojums ar atdaldmiem mainigiem, tapéc ka te doti vienargumentu
funkciju reizinajumi, kur katra no Sim funkcijam satur argumentu x vai argumentu vy.

Risinam vienadojumu, veicot sekojosas darbibas:

10



1) Parnesam saskaitamo ar reizinataju dx vienadojuma labaja pusé
x'(1—-y)dy =—-y-(1+x)dx
2) Atdalam mainigos, dalot abas vienadojuma puses ar x-y, kurx # 0 un y # 0.

2SIy )

X'y X'y
(1-y)dy ﬂ+©d
= — X
y X

3) Integréjam iegtita vienadojuma abas puses:

A-ydy A+
=7

X

[G-1)ar=-[G+a)a

Inly| —y = —In|x| —x+ C

Inly| + In|x| —y+x=C
Rezultata, més ieguvam diferencialvienadojuma visparigo integrali:

Inly x| +x—y=C
kur x# 0 uny # 0.

4) Parbaudam, vai ir pazaudéti diferencialvienadojuma atrisindjumi augstak minéto
nosacijumu del.

Abas funkcijas x=0 un y =0 apmierina doto diferencialvienadojumu, bet vinus nav
iespéjams ieglt no vispariga atrisinajuma, tadejadi x = 0 un y = 0 ir diferencialvienadojuma
singulari atrisinajumi.

Vélreiz precizésim uzdevuma risinGsanas shému:
Diferencialvienadojumu ar atdaladmiem mainigiem risinasanas metode ir:

1) Atdala mainigos, tas ir, parraksta vienadojumu t3, lai izteiksme, kas atkariga no argumenta x, un
izteiksme, kas atkarigi no argumenta vy, bitu vienadojuma dazadas puseés.

2) Integré vienu vienadojuma pusi péc argumenta y un otro péc argumenta x.
3) Vienkarso iegito vienadojumu.
4) Parbauda, vai iespéjams, ka ir izlaisti atrisinajumi, tas ir, parbauda diferencialvienadojuma

singularo atrisinajumu esamibu.
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Uzdevumi

9.1. Uzdevums|

Atrast dota diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu, kur§ apmierina noradito sakuma
nosacijumu (jeb atrisinat Kost uzdevumu).

, g1
y =y-ctgx, y(—)=3-

Atrisinajums:

Sis vienadojums ir diferencidlvienddojums ar atdalamiem mainigiem, jo funkcija vienadojuma labaja

pusé ir divu tadu funkciju reizinajums, kur viena no funkcijam ir atkariga tikai no mainiga x, bet otra ir

atkariga tikai no mainigay.

Lai atrisinatu doto vienadojumu:

N ) . d
1) Aizstajam y' ar diferencialiem d—i, tad

dy_ "
dx_y ctgx

2) Atdalam mainigos, reizinot abas vienadojuma puses ar diferenciali dx un dalot ar mainigo y
d
& ctgx - dx
y

Pienemam, ka y # 0.

3) integréjam abas vienadojuma puses:

dy f
— = | ctgxdx
|5 =]

Apréekinasim integrali vienadojuma labaja puse:

cosx d(sinx) i
jctgx dx = .[ dx = j = In|sinx| + C

sinx sinx

Kreisas puses integralis

dy
— = Inly|
| 5= m

4) Rezultata
In|y| = In|sinx| + C
kur C ir patvaliga konstante.

Lai vienkarSotu ieglto atrisindjumu, més konstanti C varam izteikt ka logaritmu C = In|Cy|, kur Cq ari
ir kada patvaliga konstante, kura nav vienada ar nulli (C; # 0). Tatad

In|y| = In|sinx| + In|C; |

Saskana ar logaritmisko funkciju Tpasibam saskaitam logaritmus labaja vienadibas pusé
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In|y| = In|C; - sinx
un pielidzinam logaritmu argumentus.
Rezultata ieglstam dota diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu:
y = C; - sinx, (CL#=0).
4) Parbaudam, vai ir izlaisti kadi atrisinajumi daliSanas ary dél:

y = 0 apmierina doto diferencialvienadojumu, bet tas nav diferencialvienadojuma singularais
atrisinajums, jo tas ir diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums, kas atbilst gadijumam C; = 0.

Diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu varam uzrakstit veida
y = C- sinx

5) Lai atrisinatu Kost uzdevumu, mums vajag noteikt tikai vienu diferencialvienadojuma partikularo
atrisinajumu, kas apmierina sakumnosacijumu y(g) = 3. Lai atrastu partikularo atrisinajumu, més

ievietojam y = 3 unx= g diferencialvienadojuma visparigaja attricinajumay un x vieta.

3=C-si z
= sm2

leglto konstantes C vértibu ievietojam visparigaja atrisinajuma un ieglstam Ko$T uzdevuma
atrisinajumu:

y = 3 - sinx

9.2.Uzdevums

Atrast dota diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu, kurs apmierina noradito sakuma
nosacijumu (jeb atrisinat Kosi uzdevumu).

2(x2y +y)y' +J1+y2 =0, y(0) = 2.
Atrisinajums:
Doto vienadojumu var parrakstit veida

2y(x? +1)y' = —\/1+ y2

Sis vienadojums ir vienadojums ar atdaldmiem mainigiem, jo vienadojuma kreisaja pusé ir divu funkciju
reizinajums, kur vienas funkcijas arguments ir x, bet otras — mainigais y. Funkcija vienadojuma labaja
pusé ir atkariga tikai no mainiga lielumay.

Risinam vienadojumu sekojosi:

- . d
1) No sakuma més aizvietojam y' ar d—i:

d
2y(x? + 1)d—i/ =—/1+y2
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2) Atdalam mainigos, reizinot vienadojuma abas puses ar dx un dalot ar (x? + 1) un ar /1 + y2:

2ydy dx

Jity? @D

Atzimésim, ka abi dalitaji ir stingri pozitivi /1 + y2 >0 un (x?> +1) > 0.

3) integréjam abas vienadojuma puses:

f 2ydy f dx
J1+y2 (x*+1)
Apréekinasim integrali izteiksmes kreisaja pusé

f 2ydy =fd(y2+1)
Tier ey

Apréekinasim integrali izteiksmes labaja pusée

1 1
- f 1 +y)2d(1+y?) = 2(1 +y2)7 + €,

dx
- f m = —arctgx + C,

4) Rezultata ieglstam

2y1+y?% = —arctgx + C
vai

21+ y?+arctgx =C
kur C ir patvaliga konstante.
leglita izteiksme ir dota diferencialvienadojuma visparigais integralis.

5) Lai atrisinatu Ko$T uzdevumu ar sakumnosacijumu y(0) = 2, iegUtaja izteiksmé ievietosim vértibas
y=2unx=0

241+ 2%+ arctg0 =C
2/54+40=C & C=2V5
Tad Kosi problémas partikularais atrisinajums ir

2./1 + y2 + arctgx = 2+/5

9.3.Uzdevums

Atrisinat diferencialvienadojumu
(e?* 4+ 3)dy +y - e**dx = 0.
Atrisinajums:

Sis vienadojums ir diferencialvienddojums atdalamiem mainigiem, jo funkcija, kas pareizinata ar dy, ir
atkariga tikai no mainiga x, bet otrs saskaitamais ir divu funkciju no x un no y reizinajums, kas ir
pareizinats ar dx.
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Lai atrisinatu doto vienadojumu:

1) Parnesam otro saskaitamo uz vienadojuma labo pusi
(e?* 4+ 3)dy = —y - e*Xdx

2) Atdalam mainigos, dalot vienadojuma abas puses ary un ar e** + 3 (y # 0).

dy e2X
== dx
y e2x +3

3) Integréjam iegltas izteiksmes abas puses:

dy e2X
—= —f dx
y e*+3

2 ex +3

fﬂ: ;fd(ezx+3)
y

1
Inly| = —Elnle2X + 3| + In|C|
Vienkarsojam ieglto atrisinajumu, izmantojot logaritmiskas funkcijas 1pasibas:

1
Inly| = In(e** + 3)72 + In|C|

1
Inly| =In|C- (e®*+3)72

1
y=C-(e**+3)2
Rezultata ieglstam dota diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu:

C
y_\/eZX+3

4) Parbaudam, vai ir pazaudéts kads atrisinajums, tas ir, parbaudam, vai y =0 ir
diferencialvienadojuma  singularais  atrisinajums. Redzam, ka y=0 apmierina doto
diferencialvienadojumu. Tas nozimé, ka tas ir diferencialvienadojuma atrisinajums, bet $o atrisinajumu
var ieglt no diferencialvienadojuma vispariga atrisinajuma, kad C = 0. Tadejadi, tas nav singularais
atrisinajums, bet gan vienadojuma partikularais atrisinajums.
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9.2.3. Pirmas kartas Linearie Diferencialvienadojumi

Definicija: Lineari diferencialvienadojumi

Pirmas kartas diferencialvienadojumu sauc par linearo diferencialvienadojumu, ja to var
pierakstit forma:

y' +p®y = f(x)

kur p(x) un f(x) ir nepartrauktas funkcijas.

Definicija: Homogéni un Nehomogéni lineari diferencialvienadojumi

1) Ja funkcija f(x) diferencialvienadojuma labaja pusé ir vienada ar nulli, tad
diferencialvienadojumu sauc par homogénu linedro diferencialvienadojumu:

y +pXy=0, (f(x)=0)

2) Ja funkcija f(x) diferencialvienadojuma labaja pusé NAV vienada ar nulli, tad
diferencialvienadojumu sauc par nehomogénu linedro diferencialvienadojumu:

y' +p®y =fx), (F&) #0)

Diferencialvienadojuma risinaSanas metode:

Aplikosim divas lineara diferencialvienadojumam atrisinaSanas metodes — konstantes variacijas
metodi un Bernulli metodi.

1. Konstantes varidcijas metode

Metode sastav no sekojosiem posmiem:

1) Atrisina atbilstoSo linearo homogéno diferencialvienadojumu, kas péc savas batibas ir
diferencialvienadojums ar atdalamiem mainigiem

Y +px)Y=0
Homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums satur patvaligu konstanti C
Y(x) =9, C)

3) Konstanti C aizstaj ar nezinamu funkciju C (x), pienemot, ka sekojosa funkcija ir dota
nehomogéna diferencialvienadojuma atrisinajums

y =g(x,C(x))

4) Funkciju y(x) kopa ar tas atvasinajumu ievieto dotaja diferencialvienadojuma, lai apréekinatu
funkciju C(x).

5) Aprékinato funkciju C(x) ievieto uzdevuma visparigaja atrisinajuma nezinamo izteiksmi C(x)
aizvieto ar aprékinato funkciju.
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9. Piemeérs

Atrisinat diferencialvienadojumu xy’ + y = sinx, izmantojot Konstansu Variacijas Metodi.

Atrisingjums
Dotais vienadojums ir pirmas kartas linears diferencialvienadojums, jo to var pierakstit forma

, Y sinx

LELE e —
Y X X

1) Risinam atbilstoSo pirmas kartas homogéno linearo diferencialvienadojumu:
LY
Y'+—=0
x

o R - o e dy
Tas ir diferencialvienadojums ar atdalamiem mainigiem. Tapéc, més aizvietojam Y’ ar 5 un

i} . Y o . ‘
parnesam saskaitamo ~ no vienadojuma kreisas puses uz labo pusi:

v Y

dx ~  x

Tad atdalam mainigos, pienemotka Y # 0

dy _ dx

Y x
un integréjam vienadojuma abas puses:

dy dx

Yy X

In|Y| = —In|x| + C
Ta ka Cir patvaliga konstante, C var aizstat ar In|C|:
In|Y| = —In|x| + In|C|
Piezime: Logaritmiska funkcijas pienem visas realas vértibas, tas vértibu apgabals ir
Ejnx = (—00; )

Tad, izmantojot logaritmu Tpasibas, ieglistam

C
In|Y| =1n |—|
X
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Rezultata, pielidzinot logaritmu argumentus, més ieglstam atbilstosd homogéna
diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu

C
Y=-
X

2) Lai atrastu nehomogéna vienadojuma visparigo atrisinajumu, konstanti C aizstajam ar
nezinamu funkciju C (x):

_C®
T ox

3) Lai aprékinatu nezinamo funkciju C(x), ievietosim funkciju y = %X) un ta atvasinajumu y’

sakotnéja nehomogénaja diferencialvienadojuma.

X x2 X2 X x2

y = (C(x))' xCU@®-x"Cx) xC®-Cx (K 3 C(x)

Péc funkcijas y un tas atvasinajums y’ ievietoSanas sakotnéja vienadojuma mums ir

(C’(X) B C(x)) N C(x) _ sinx

X e P X
So vienadojumu var vienkarot sekojosi:
C'(x) = sinx

Lai noteiktu nezinamu funkciju C(x), més integrésim iegita vienadojuma abas puses péc
argumenta x:

Cx) = f C'(x)dx = fsinx dx = —cosx + C

4) leglstam lineara nehomogéna diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu, nezinamo
funkciju aizvietojot ar funkciju C(x) = —cosx + C

_ —cos(x) +C

X

Galvena ideja ir sekojo3a: lineara diferencialvienadojuma y + p(x)y = f(x) atrisinajums y
tiek mekléts ka divu funkciju y = U - V reizinajums, kur U = U(x) un V = V(x) ir nezinamas
funkcijas. Vienu no Sim funkcijam var izvéléties patvaligi, bet otra funkcija ir jaizvélas ta, lai
reizinajums U(x)-V(x) apmierinatu doto diferencialvienadojumu.
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Metode sastav no sekojosiem posmiem:
1) Substitdciju y = U -V un tas atvasindjumu y = U -V + U V' ievieto dotaja lineara
diferencialvienadojuma y + p(x)y = f(x).

Rezultata vienadojums ieglst formu:
U'V+ UV + p(x)UV = f(x)
Sagrupésim saskaitamos, funkciju U iznesot pirms iekavam
U'V+U- (V' +pxV) =f(x) (*)
2) Izvélas tadu noteiktu funkciju V, lai izteiksme iekavas bitu vienada ar nulli:
V' +px)V=0
Tad vienadojuma (*) izteiksme klast vienkarsa:
U'V+U-0=f(x) vai U'V = f(x).
Rezultata ir jaatrisina divu vienadojumu sistéma:
V' +px)V=0
U'V = f(x)

3) Vienadojums V' + p(x)V = 0 ir diferencialvienadojums ar atdalamiem mainigiem:

dv W
o p(x

dv (0d
dX_ pX)dx
dv i
N __ [ pogen

In|V| = —fp(x)dx

V= e—fp(x)dx + C1

Seit tiek pienemts, ka konstante C; =0 , jo pietieck noteikt tikai vienu konkrétu
diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu.

4) Aprékinato funkciju V ievieto sistémas otraja vienadojuma

UV = f(x)
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U - e~ /pMdx = f(x)
5) Jaatrisina pédgéjo vienadojumu, lai noteiktu funkciju U.

6) Dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums vy ir divu iegito funkciju reizinajums
y=UV.

10. Piemers

Atrisinat diferencialvienadojumu  xy' + y = sinx, izmantojot Bernulli metodi.
Atrisinajums
Doto vienadojumu parveidojam, abas ta puses dalot ar argumentu x # 0

, Y sinx

L e —
y X X

1) levietosim y =U-Vun y’' =U’"-V + U -V’ dotaja diferencialvienadojuma

UV sinx
Uv+U0V +—=——
X X

% sinx
U'V+U(V'+—)=— (**)
X X
2) Saskana ar metodi iekavas doto izteiksmi més pielidzinam nullei
%4
V'+—=0
X

Tad vienadojumu (**) var uzrakstit ka divu vienadojumu sistému

%4
V' +—=0
X

3) No pirma sistémas vienadojumu aprékinam funkciju V. Sis diferencidlvienadojums ir ar
atdalamiem mainigiem

dv _ V
dx  x
dv _ dx
dx  x
dv _ dx
dx X
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In|V| = —In|x| + C;
Més pienemam, ka C; = 0 . Tad pielietojam logaritmu Tpasibas

In|[V| = —=In|x| = In|V| =In|x7}|

1
V=-
X

4) Més ievietojam ieglto funkciju V sistémas otraja vienadojuma

, sinx

UuvV=——
X

o 1 sinx
X X

Vienkarsojam izteiksmi un atrisinam iegito vienadojumu

U' = sinx
U= fU'dx = fsinxdx = —cosx +C

5) levietojot abas funkcijas U un V izteiksmé y = UV, ieglstam visparigo atrisinajumu dotajam
linearajam diferencialvienadojumam

1
y=UV=(—cosx+C)-;

_ C — cosx
y= X
Atbilde
_ C — cosx
y= X
Uzdevumi

9.4.Uzdevums

Atrast dota diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu, kur$ apmierina noradrto sakuma
nosacijumu (jeb atrisinat Kost uzdevumu).

1
"+y-tgx = ——, =0.
y+ytgx=_—— y(m)
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Atrisinajums

Tas ir pirmas kartas linears diferencialvienadojums. Risinasim 3o vienadojumu, izmantojot Bernulli
metodi, tas ir, izmantojot substitlciju y=UV.

1) levietojam substitlcijuy = U -V untas atvasindjumuy’ = U’'-V + U- V' dotaja

diferencialvienadojuma:

1
U'V+UV +UV-tgx =——
COoSx

1
UvV+UWV +V-tgx) =——
( 9%) cosx
2) Funkciju V aprékinam pamatojoties uz nosacijumu, ka izteiksme iekavas ir vienada ar nulli:

V'+V-tgx=0

Lidz ar to varam sastadit divu vienadojumu sistému

V'+V-tgx=0
1
U'v=—
cosx

3) Risinam sistémas pirmo vienadojumu, atdalot mainigos:

dv _ vt
dx §x
dv - —tox d
dx §X ax

.[dV_ ft d
= gx dx

Apréekinasim integrali izteiksmes labaja puse:

sinx 1
—ftgx dx=— | —dx = f— d(cosx) = In|cosx| + C;
CoSsx Cosx

tadéjadi,
In|V| = In|cosx| + C;
Funkciju V izvélamies konkrétu, tapéc C; = 0, ieglstam
In|V| = In|cos x|
V = cosx

4) levietojam ieglto V funkciju sistémas otraja vienadojuma
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Tad

1
U'cosx = —— -> U' = >
cosx cos?x

Lai noteiktu nezinamo funkciju U, integrésim ieglto izteiksmi péc argumenta x

1
U=fU'dX=f —dx =tgx +C
cos?x
5) levietojot iegltas funkcijas U un V izteiksmé y = UV, més ieglstam lineara diferencialvienadojuma
visparigo atrisinajumu

sinx
y = UV = (tgx + C) - cosx = (m+c)-cosx = sinx + C- cosx

Rezultata, diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
y = sinx + C- cosx

6) Atrisinat KosT uzdevumu nozimé atrast diferencialvienddojuma vienu vienigu partikularo
atrisindjumu, kas apmierina doto sakumnosacijumu y(m) = 0. Lai atrastu $o partikularo atrisinajumu,
meés ievietosim y = 0 un x= m vienadojuma visparigaja atrisinajumay un x vieta

0 = sinm + C - cosm
0=04+C-(-1) = —C=0 = C=0.

leglto C vértibu ievietosim visparigaja atrisinajuma konstantes C vieta, lai iegltu partikularo
atrisinajumu dotajam Kosit uzdevumam

y = sinx

9.5.Uzdevums

Atrisinat diferencialvienadojumu
y' —3x%y = x- X
Atrisinajums

Tas ir pirmas kartas linears diferencialvienadojums. Izmantosim Bernulli metodi, tas ir, veiksim
substitciju y=UV, funkciju V izvéloties ka noteiktu funkciju.

1) Funkcijuy = U -V un tas atvasindgjumu y' = U’ -V 4+ U - V' ievietosim dotaja
diferencialvienadojumay uny’ vieta

UV+UV —3x2-UV=x-eX
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UV+UWV —V-3x2) =x-e¥
2) Izteiksmi iekavas pielidzinasim nullei
V' —V-3x% =
Diferencialvienadojumu var parrakstit ka divu diferencialvienadojumu sistému
V' -V-:3x2=0
U'vV=x-e

3) Sistémas pirmais vienadojums ir vienadojums ar atdalamiem mainigiem

av V352

dx X

awv 3x? d

v = x“ dx

d
f = f 3x? dx > In|V| = x3
Tad funkcija V ir
V=e<

4) legito funkciju V ievietojam sistémas otraja vienadojuma
U'v=x-e< > U X
Vienkarsojam ieglto izteiksmi un aprékinam funkciju U
U =x

X2
U=JU'dx =fxdx=?+C

5) AtgriezZoties pie izvélétas substitlicijas, més ieglstam dota lineara diferencialvienadojuma visparigo
atrisinajumu

x2 5
y=UV= > +C)-e¥

9.6.Uzdevums

Atrast dota diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu, kur$ apmierina noradito sakuma
nosacijumu (jeb atrisinat Kost uzdevumu).

1+ x?2)y" =2xy + (1 +x2)?, y(1) = 4.
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Atrisinajums

No sakuma, doto diferencialvienadojumu parrakstam veida
(1+x2)y" —2xy = (1 + x?)?

Dalam vienadojuma abas puses ar (1 + x2):

, 2xy

—m=(1+x2)

y

Tagad ir saprotams, ka Sis diferencialvienadojums ir pirmas kartas linears diferencialvienadojums, ko
var atrisinat ar substitlciju y=UV (izmantojot Bernulli metodi).

1) levietojamy =U-V uny’' =U’-V + U -V’ diferencidlvienadojuma

vv oy — 22U e
(1+x2)_( *%)

2x-V

Uv+U(V ——
* ( (1+x?)

):(1+x2)

2) Izteiksmi iekavas pielidzamam nullei

, 2xV _
(1+4x2)

Izveidojam vienadojumu sistému

(o 2V
4 (1+x2)

L uv=c+x2)

3) Risinam pirmo sistémas diferencialvienadojumu, atdalot mainigos

dV_ 2x-V
dx  (1+x2)

av _ f 2x d
dx ) @+ ™
Lai aprékinatu labas puses integrali, parveidosim diferenciali 2xdx = d(x?) = d(1 + x?),
f X g —f L 4G+ 1) = Inja? +1]
1+ ") a+a) -
Tad

In|V|=In|x?2+1] = V=x%+1
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4) legtto funkciju V ievietojam sistémas otraja vienadojuma
UV =x?+1
U@x?+1)=x%+1
Vienkar$ojam izteiksmi un aprékinam funkciui U

U =1

U=fU’dx =f1dx=x+C

5) levietojot iegutas funkcijas U un V izteiksmé y = UV, més ieglstam lineara diferencialvienadojuma
visparigo atrisinajumu
y=UV=(x+0)-(x?+1)

jeb

y=x+0)-(x%?+1)
Lai atrastu partikularo atrisinajumu, ievietojam vértibas y = 4 unx= 1 ieglta
diferencialvienadojuma visparigaja atrisinajuma

4=(1+0C-(1%+1)

4=01+C)-2 = C+1=2 = C=1

Aizstajam konstanti C visparigaja atrisinajuma ar C = 1, lai iegltu dota diferencialvienadojuma
partikularo atrisinajumu

y=G+1D - x*+1D)=x3+x+x+1
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9.3. Otras kartas lineari diferencialvienadojumi.

ST sadala ir veltita otras kartas diferencialvienddojumiem. Sakuma Tsuma tiks apskatiti otras kartas
diferencialvienadojumu  pamatjédzieni.  Detalizéti  tiks izskatiti otras kartas lineari
diferencialvienadojumi ar konstantiem koeficientiem un divas So vienadojumu risinaSanas metodes -
konstansu variacijas metode un nenoteikto koeficientu metode.

9.3.1. Otras kartas diferencialvienadojumi: Pamatjédzieni.

Otras kartas diferencialvienadojumu var pierakstit vispariga veida

F(xy,y,y") =0
vai normalforma
y'=fxyy)

kur y=y(x) ir nezinama funkcija.

Otras kartas diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums satur divas patvaligas konstantes C; un
C,. Visparigais atrisinajums var bat pierakstits vai nu normalforma — atklata veida y = ¢(x, C4, C,),
vai apslépta veidda ®(x,y,Cq,C,) = 0.

11.Piemers

AplUkosim vienu no vienkarsakiem otras kartas diferencialvienadojumiem
Nezinamo funkciju y(x) aprékinam, divas reizes integréjot vienadojuma abas puses péc
argumenta x
y = f 6xdx = 3x% + C;
y = f(3X2 + C)dx =x3 + C;x + Cy,

kur C;, C, ir patvaligas konstantes.
Dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

y=x3+C;x+C,
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Lai atrastu otras kartas diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu, ir nepiecieSams uzdot divus
papildus nosacijumus. Sos papildnosacijumus var uzdot divos veidos:

1) Uzdodot sakuma nosacijumus, uzdodot funkciju y(x) un y’(x) vértibas punkta x= x,

y&o) =yo un y'(X) =y;

2) Uzdodot robezZnosacijumus, uzdodot funkcijas y(x) vértibas pie dazadam argumentu x; un x,
vértibam

y&x1) =y: unyxz) =y,

12.Piemeérs

Aplikosim diferencialvienadojumu no 11. pieméra kopa ar sakumnosacijumiem:
y" =6x un y(0)=1,y(0)=2
Dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
y =x3 4 Cyx + C,.
Lai atrastu partikularo atrisinajumu un atrastu atbilstosas C; un C, vértibas:

1) levietojam x =0 uny = 1 (tasir, sakumnosacijumus funkcijai y) visparigaja atrisinajuma x
un vy vieta:

1=03+C10+C2

2) Aprékinam vispariga atrisindjuma y(x) atvasinajumu y’(x) un ievietojam x =0 uny' =2
iegtaja izteiksme

y =3x2+(C;
2=3-02+4C,
Rezultata, més aprekinam konstantes, kas atbilst dotajiem sakuma nosacijumiem
;=2 unC; =1
Diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu iegtstam, ievietojot C; un C, vértibas
visparigaja atrisinajuma. Diferencidlvienadojuma partikularais atrisinajums, kas apmierina

dotas sakumnosacijumus, ir

y=x3+2x+1
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Definicija: Otras kartas lineari diferencialvienadojumi

Otras kartas diferencialvienadojumu sauc par linedro diferencidlvienddojumu, ja to var
uzrakstit forma

a;()y" +a,(y’ +az(y = f(x)

kur a;(x), a,(x) unaz(x) ir nepartrauktas funkcijas un a;(x) # 0.

Definicija: Homogéni un Nehomogéni lineari diferencialvienadojumi

1) Ja funkcija f(x) lineara diferencialvienadojuma labaja pusé nav vienada ar nulli (f(x) # 0),
tad diferencialvienadojumu sauc par linearu nehomogénu diferencialvienadojumu

a;(¥)y" +a,(¥y’ +az ¥y = f(x)

2) Ja funkcija f(x) lineara diferencialvienadojuma labaja pusé ir vienada ar nulli (f(x) = 0),
tad diferencialvienadojumu sauc par linedru homogénu diferencialvienadojumu

a;(x)y" +a,(X)y’ +az(x)y =0

Definicija: Otras kartas lineari diferencialvienadojumi ar konstantiem koeficientiem

Otras kartas linearu diferencialvienadojumu sauc par linearu diferencidlvienadojumu ar
konstantiem koeficientiem, ja koeficienti pie y”’, y" uny ir konstantes

a1y"” +azy’ +azy = f(x)

kur a;, a; unas ir konstanti skaitli un a; # 0.

Nakamaja sadala  aplikosim otras kartas linearus diferencialvienadojumus ar konstantiem
koeficientiem un to risinaSanas metodes.
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9.3.2. Otras kartas Lineari Homogeéni Diferencialvienadojumi ar konstantiem
koeficientiem

Aplukosim otras kartas linearu homogénu diferencialvienadojumu ar konstantiem koeficientiem
a;y +a,y +azy=0
kura;,a, unas ir reali skaitliun a; # 0.

Homogénajam diferencialvienadojumam vienmér eksiste trivialais atrisinajums y = 0.

Apskatisim sekojosas lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisinajuma ipasibas:

Ipasibas: lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisindjuma Tpasibas

1) ja funkcija y ir lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisinajums, tad funkcija Cy, kur
Cir konstante, arT ir §T vienadojuma atrisinajums;

2) ja yiun y, irdividazadilineara homogéna vienadojuma atrisinajumi, tad y; + y, artir i
vienadojuma atrisinajums.

Seko: ja y; un y, ir lineara homogéna diferencialvienadojuma divi dazadi partikularie atrisinajumi,
tad vienadojuma atrisinajums ir ari funkcija

y =0y + Gy,
Tomeér japiebilst, ka ne vienmér ST summa ir diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums!

Definicija: Lineari atkarigas funkcijas

Funkcijas y, unys, ir linedri atkarigas intervala [a, b], ja $aja intervala % = const, pretéja
2

gadijuma tas ir linedri neatkarigas.

Lietojot TpasSu funkcionaldeterminantu, var noskaidrot, vai funkcijas y;uny, ir lineari
neatkarigas. Determinantu sauc par Wronska determinantu

yi Y2
W(yy,y2) = |

vi Y2

JaW = 0, tad funkcijas ir lineari neatkarigas. Ja W = 0, tad lineari atkarigas.

Teoréma:

Lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisinajumi y; uny, ir lineari atkarigas funkcijas
tad un tikai tad, ja Wronska determinants ir nulle W(y,,y,) = 0.
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Teoréma:

Ja  funkcijas yjuny, lineari neatkarigas un apmierina linearu homogénu
diferencialvienadojumu (ir lineara homogéna diferencialvienadojuma kadi partikulari
atrisinajumi), tad $§1 vienadojuma visparigais atrisindjums ir funkciju y, uny, lineara
kombinacija

y = Cyy1 + Gy,

Lai atrisinatu linearu homogénu otras kartas diferencialvienadojumu, jaatrod divi lineari neatkarigi
partikularie atrisinajumi. Tos meklésim forma y = e** (péc Eilera metodes).

kx

Lai atrastu koeficienta k vértibas, funkciju y = ™ un tas atvasinajumus

’ ! ” !
y'=(e") =ke?™ ,  y = (ke) = k2.
ievietosim vienadojuma

aly" + azy' +azy=0
Rezultata ieglstam

ak?e* + ake** + aze** = 0.

levérojot, ka eksponentfunkcija ir visur pozitiva, un dalot vienadojuma abas puses ar e**

vienadojumu

, iegustam

a;k? +a,k+a; =0

So vienadojumu sauc par diferencialvienadojuma harakteristisko jeb raksturigo vienadojumu.

Koeficienta k vértibas aprékinam risinot ieglito raksturigo vienadojumu. Ir iesp&jami tris gadijumi:

1. Raksturiga vienadojuma determinants ir pozitivs D > 0.
Saja gadijuma raksturigajam vienadojumam ir divas dazadas realas saknes k; # Kk, .

Tad lineara homogéna diferencialvienadojuma partikulari atrisinajumiir y; = e¥1* un y, = e*2*,

Parbaudisim Wronska determinantu

Y1 Y2
vy,

ek1X ekzx

kleklx kzekzx

= eklx . kzekzx _ ekzx . kleklx =

W y,) =

= eklxekzx(kz - kl) *0

Wronska determinants nav nulle, jo eksponentfunkcijas ir pozitivas un k; # k,. Tas nozime, ka
funkcijas y; = e*1* un y, = e*2¥ ir lineari neatkarigas.

Secinam, ka, lineara homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums $aja gadijumair:
— — kix k,x
y = Ciy; + Gy, = Cie™* + Cpe

kur C; un C, ir patvaligi realie skait]i.
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2. Raksturiga vienadojuma determinants ir vienads ar nulli D = 0.
Saja gadijuma raksturigajam vienadojumam ir divas vienadas realas saknes k; =k, = k..

Viens no lineara homogéna diferencialvienadojuma partikulariem atrisinajums iry; = e**, tad
otru var izvéléties y, = xe*. Nav griiti pieradit, ka funkcija y, = xe** apmierina doto linearo
homogeénu diferencialvienadojumu. Parbaudam, vai Sie atrisinajumi ir lineari neatkarigi:

kx kx

yi Y2
Yy v,

_le xe

kx ( ,kx kx kx kx
= =e™*(e™ + xke —xe™ - ke™ =
kek* kX 4 xkekx ( )

W, y2) =

2 2 2
= (e"*)" + xk(e**)” — xk(e*)" = e?** > 0
Wronska determinants nav nulle, tad funkcijas y; un y, ir lineari neatkarigas.

Tatad lineara homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums 3aja gadijuma ir:

y = C e+ Cxe!®  vai y=(C; + Cyx)ek*

3. Raksturiga vienadojuma determinants ir negativs D < 0.

Saja gadijuma raksturiga vienadojuma saknes ir kompleksi saistiti skaitli ki, =atif
(kur i=+v-1).

Lineara homogéna diferencialvienadojuma partikulari atrisinajumi ir
y, = e@HBDx  yn g = ela-fix
Saskana ar Eilera formulu var rakstit
y, = e@HBDx = oa%(cosBx + isinfx)
y, = el@=Bdx — e (cosfx — isinfix)

Ja linearo homogénu diferencialvienadojumu apmierina funkcija u(x) + iv(x), tad var pieradit, ka 3o
vienadojumu apmierina ari funkcijas u(x) un v(x).

No ta seko, ka lineari neatkarigas funkcijas
v, = e®cosfx un y, = e sinfx
artir lineara homogeéna diferencialvienadojuma atrisinajumi.
Tad visparigais lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisinajums ir
y = Cie*cosfx + C,e**sinfix
vai
y = e (CicosPx + Cysinfix)
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Kopsavilkums: Linedra homogéna diferencialvienadojuma risinasanas algoritms:
Dots vienadojums
ay' +ay +azy=0
1)Sastada atbilstoso raksturigo vienadojumu
a k? + ak+a; =0
2) Atrisina $o vienadojumu;

3) Lineara homogéna diferencialvienadojuma iespéjamie atrisinajumi ir doti tabula 1.

Raksturiga vienadojuma saknes Visparigais atrisinajums
ky # k; realas dazadas y = C; ef1* + C, ee*
ky =k, =k reélas vienadas y = (C1 + Cyx)e**
ki, =a £ pi kompleksas y = e*™(CicosPBx + Cysinfx)
Tabula 1
13. Piemeérs

Apskatisim sekojoSo linearo diferencialvienadojumu ar konstantiem koeficientiem
y"+3y'—10y =0
Atbilstosais raksturigais vienadojums ir
k*+3k—10=0
Sivienadojuma diskriminants D = 49 > 0; tadéjadi saknes ir reali un dazadi skaitli
k; =2 un k,=-5
Tad dota diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
y = C e + Cye™>X.

14.Piemeérs

Aplikosim diferencialvienadojumu

y'—4y' ' +4y =0
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Vienadojuma raksturigais vienadojums ir
k?—4k+4=0

Diskriminants D = 0 un vienadojuma saknes ir vienadi, reali skaitli

Diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums bds

y = Clezx + CZXGZX

15. Piemers

Atrisinasim diferencialvienadojumu
y'+2y"+10y =0
Diferencialvienadojuma raksturigais vienadojums ir:
k?+2k+10=0

Raksturiga vienadojuma diskriminants D = —36 < 0, un vienadojumam saknes ir kompleksi
saistiti skait]i

Diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

y = C;e7*cos3x + C,e *sin3x

Uzdevumi

9.7.Uzdevums|

Atrast dota diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu un partikularo atrisinajumu, kas apmierina
dotos sakumnosacijumus

y"'—4y'+13y =0, y0)=6, y'(0)=1
Atrisinajums

Dotais vienadojums ir otras kartas linears homogéns diferencialvienadojums. Vienadojuma raksturigais
vienadojums ir

k? —4k+13 =0

St kvadratvienadojuma determinants ir D = —36 < 0 tapéc saknes ir kompleksi saistti skait|i
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4 ++/-36 4 —+-36
ki=——+——=2+4+31 un ky=——7-——=2-3"-i
2 2
Tas nozimé, ka dota diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums ir

y = C;e?*cos(3x) + C,e?*sin(3x)

Lai atrastu partikularo atrisinajumu, kad apmierina dotos sakumnosacijumus,

1) Més ievietojam sakuma nosacijuma vértibas x = 0 un y = 6 visparigaja atrisinajuma
6 = C,;e%%co0s(0) + C,e?sin(0)
6 = Cl " 1 + CZ * 0

C1 = 6
2) Aprékinam vispariga atrisinajuma y (x) atvasinajumu y’(x):
y' = (e** - (Cycos3x + Czsin3x))’ = (e?*)'(C,cos3x + C,sin3x) + e2*(C;cos3x + C,sin3x)’ =

= 2e2*(C;cos3x + C,sin3x) + e2*(—3C;sin3x + 3C,cos3x) =
= e2%(2C;cos3x + 2C,sin3x —3C;sin3x + 3C,co0s3x)
Tatad
y' = e2%(2C;cos3x + 2C,sin3x —3C;sin3x + 3C,c0s3x)
levietojam sakumnosacijuma vértibas x = 0 uny’ = 1 iegltaja izteiksmé

1 = e%%(2C;cos0 + 2C,sin0 —3C;sin0 + 3C,cos0) = 2C; + 0 — 0 + 3C,

1=12C; + 3C,
levietojot C4 = 6, ieglstam
1=12+3C,
3

levietojam iegltas konstantes diferencialvienadojuma visparigaja atrisindjuma. Rezultata ieglstam
diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu

_ (a2X _E 2X i
y = 6e“*cos(3x) 3 e“*sin(3x)
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9.3.3. Otras kartas Lineari Nehomogéni Diferencialvienadojumi ar konstantiem
koeficientiem

Linears nehomogeéns diferencialvienadojums ar konstantiem koeficientiem ir dots sekojosi
a;y" +azy’ +azy = f(x)
kura; ,a; unaz patvaligas konstantes un a; # 0.

Katram nehomogénam linearam diferencialvienadojumam var uzrakstit atbilstoSo  homogéno
diferencialvienadojumu:

a Y +a,Y +a3Y=0

Teoréma:

Lineara nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir vienads ar atbilstosa
homogéna vienadojuma vispariga atrisinajuma Y un lineara nehomogéna vienadojuma kaut
kada partikulara atrisinajuma § summu

y=Y+y.

Apskatisim divas metodes, lai atrastu nehomogéna diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu y.
Tas ir nenoteikto koeficientu metode un konstansu varidcijas metode (jeb Lagranza metode).

1. Konstansu varidcijas metode

Lagranza konstansu variacijas metodi var izmantot jebkura veida funkcijai f(x) lineara nehomogéna
diferencialvienadojuma labaja puse.

Metode sastav no sekojoSiem posmiem:
1) Risina atbilstoSo homogéno diferencialvienadojumu
a Y +a,Y +a3;Y=0
STvienadojuma visparigais atrisinajums Y(x) satur divas patvaligas konstantes un izskatas sekojosi
Y=Cy1+Cay

kur C; , C, ir patvaligas konstantes un funkcijas y = y;(x), y =y, (X) ir atkarigas no raksturiga
vienadojuma sakném.

2) Dota nehomogena diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu meklé forma, kura ir lidziga
atbilstosa homogeéna diferencialvienadojuma vispariga atrisinajuma formai, bet konstantes C; un C,
aizvieto ar kadam nezinamam funkcijam C,(x) un C,(x), tas ir, nehomogéna diferencialvienadojuma
visparigo atrisinajumu meklé forma

y=C(X y1 +CX -y,
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3) Nemot véra, ka funkcija y=C;(xX)y;+C(X)y, apmierina doto nehomogéno
diferencialvienadojumu, var pieradit, ka nezinamas funkcijas C;(x) un C,(x) var noteikt, risinot
vienadojumu sistému:

C1®)y1+CHx) y, =0

) b , )
C1(X)'Y1+C2(X)'Y2:a_
1

4) No sistémas atrod C;'(x) un C,'(x).
5) Integréjot aprékina  C;(x) = [ C;'(x)dx un C,(x) = [ C,'(x)dx
6) legltas funkcijas C, (x) un C,(x) ievieto vispariga atrisindjuma izteiksmé

y=Ci(®)y; +C(X) "y,

16. Piemers

Atrisinat diferencialvienadojumu:

14 9 —
y© % cos3x

Atrisinajums:
1) Atrisinam atbilstoSo homogéno diferencialvienadojumu
Y"+9Y =0
Raksturigais vienadojums ir
k2+9=0 => k?*=-9
Raksturiga vienadojuma saknes ir kompleksi saistitie skaitli:
k; =vV=-9=3i=0+3i un k, =—/=9=-3i=0-3i
Atbilsto$a homogéna diferencialvienddojuma visparigais atrisinajums ir
Y = C;e%*cos3x + C,e%*sin3x
jeb Y = C;cos3x + C,sin3x
kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

2) Aizstajam konstantes C,; un C, ar patvaligam nezinamam funkcijam C;(x) un C,(X) un
mekléjam dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigo atrisindjumu forma:

y = C1(x)cos3x + C,(x)sin3x
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3) Funkcijas C;(X) un C,(x) atrodam no vienadojumu sistémas

C'y(x) - (cos3x)’ + C'5(x) - (sin3x)’ =

{ C'1(x) - cos3x + C',(x) -sin3x =0

cos3x

Aprékinot atvasindjumus, ieglstam

{ C'1(x) - cos3x + C',(x) -sin3x =0

1
c’ » (—3sin3x) + C’ *3cos3x =
1 (%)  (—3sin3x) 2(x) - 3cos3x p—

4) Risinam sistému, izmantojot Kramera formulas

a) aprékinam sistémas koeficientu matricas determinantu

cos3x sin3x
D= = 3c0s?3x + 3sin?3x = 3
—3sin3x 3cos3x
un determinantus
b _ 0 sin3x ~ i ~ ;
1= 3cos3x| ~ ~  cos3x —tgsx
cos3x
B = cos3x (1) _ cos3x 0=1
27 1-3sin3x ———|  cos3x =~
cos3x
Tad
D1 tg3x D, 1
C' =—=—-— C’ =—==
1(x) = 3 un 2(x) D 3

5) Integréjot funkcijas C';(x) un C',(x), aprékinam nezinamas funkcijas C;(x) un C,(x)

Ci(x) = [C'1(x)dx un Cy(x) = [C'5(x)dx .

Ci( )_f( tg3x)d 1 ( sin3x fd(cosBx) 1l cos3x| + C
1) = 3 x= 3 c053x ) c0s3x 9 TR !

1 1 1 ~
Cz(x)=f(]’z(x)dx=f§ dx = 5[1 dx = §X+Cz

Tatad,
1 1 ~
Ci(x) = 1n|cos3x| + C; un C,(x) = §x+ C,

kur 61 un Cz ir patvaligas konstantes.
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6) levietojam iegttas funkcijas C; (x) un C,(x) nehomogéna diferencidlvienadojuma vispariga
atrisinajuma forma

1 ~ 1 ~
y = (5 In|cos3x| + C1> cos3x + (§x + Cz) sin3x

Rezultata ieglstam dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigo atrisindjumu

~ ~ 1 1
y = C,cos3x + C,sin3x + 5 In|cos3x| - cos3x + 3% sin3x

vai
1 1
y = C;cos3x + C,sin3x + 3 In|cos3x| - cos3x + §x - sin3x

kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

Atzimésim, ka iegltaja atrisinajuma divu pirmo saskaitamo summa ir atbilsto$a homogéna
diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums Y, bet pédéjo divu saskaitdmo summa ir dota
nehomogéna diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums .

Aplikosim specialgadijumus — tadus otras kartas nehomogénus diferencialvienadojumus ar
konstantiem koeficientiem, kuriem labaja puseé ir funkcijas, kuru atvasinajums butiski neatskiras no
dotas funkcijas veida. Tadas funkcijas ir polinomi B, (x), eksponentfunkcijas a’*, trigonometriskas
funkcijas sinfx un cosfx, ka ari %o funkciju summa, starpiba un reizindjums. Saja gadijuma més
varam paredzét diferencialvienadojuma atrisinajuma formu, nemot véra diferencialvienadojuma
labas puses funkcijas formu. Lai atrisinatu tada veida diferencialvienadojumus, izmanto nenoteikto
koeficientu metodi.

Nenoteikto koeficientu metodes galvena ideja ir konstruét dota nehomogéna vienadojuma
partikularo atrisinajumu ¥ ka funkciju ar nenoteiktiem koeficientiem tada forma, kas atbilst funkcijai

f(x) vienadojuma labaja pusé. Péc tam, ievietojot ¥ vienadojuma, tiek atrasti nezinamie koeficienti.

AplUkosim tris gadijumus funkcijai diferencialvienadojuma labaja pusé:

1) f(x) =B,(x)e*™ , kurB,(x) irn-tas kartas polinoms

Saja gadijuma diferencialvienadojuma partikularais atrisindjums ¥ ir tada pa3a veida izteiksme, ka
funkcija f(x), tikai polinoma B, (x) vieta jaraksta polinoms ar nenoteiktiem koeficientiem. Turklat, ja
koeficients a eksponentfunkcijas argumenta sakrit ar raksturiga vienadojuma sakni, tad partikularais
atrisinajums satur papildreizinataju x*, kur s ir raksturigd vienadojuma saknes karta. Tas nozimé, ka
partikularajam atrisinajumam $aja gadijuma ir veids

¥ =F()e® - x°
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kur P, (x) ir n-tas kartas polinoms ar nenoteiktiem koeficientiem, tas ir
P(x)=4, ja n=0;
P;(x) = Ax + B, jan=1;
P,(x) = Ax* 4+ Bx +C, jan=2  untatalak.

Lai atrastu reizinataja x5 kapinataju s, eksponentfunkcijas kapinataja koeficientu a vajag salidzinat ar
raksturiga vienadojuma sakném k; un k; :

jaa+kyun a#k, , b tad s=0;
jaa=ky,a#*ky, VA a#ky,a=k,, tad s=1;
jaa=k; =k, , tad s = 2;

2) f(x) = e™(N cos(Bx) + M sin(Bx)), kur N, M ir konstantas

vai

f(x) = e"*N cos(fx) & f(x) =e™(Ncos(Bx) + 0 sin(Bx)) (M =0)
f(x) = e¥M sin(Bx) &~  f(x) =e*(0-cos(fx) + M - sin(Bx)) (N =0)
Sajos gadijumos nehomogéna vienadojuma partikularo atrisinajumu y pieraksta forma
7 = e (A cos(Bx) + B sin(Bx)) - x°

kur A un B ir nenoteiktie koeficienti.

Lai noteiktu reizinataja x° kapinataju, skait]i @ + Bi jasalidzina ar raksturiga vienadojuma sakném:
jaa+if #ky un a+if #k, (nevienasakne nesakritara + Bi), tad s =0;

jaa+if =k; vai a+if =k, (vienasaknesakritara +fi) tad s=1.

3) f(x) = e™* (B (x) cos(Bx) + Qm(x) sin(Bx))
f(x) = e By (x) cos(Bx) (Qn(x) = 0)
f(x) = e Qy(x) sin(Bx) (Po(x) =0)
kur B, (x) un Q,,(x) n-tas un m-tas pakapes polinomi.
Sajos gadijumos lineara nehomogéna diferencialvienadojuma partikularo atrisindjumu meklé forma
§ = e (Pe(x) cos(Bx) + e () sin(Bx)) - x°
kur P (x) un Qx(x) ir k-tas pakapes polinomi ar nenoteiktiem koeficientiem un k = max (n, m).
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jaa+if#ky un a+if #k,

ja a+if =k, vaia+if =k,

Kopsavilkums:

tad s = 0;

tad s =1.

Ja labas puses funkcija ir polinoms, eksponentfunkcija vai funkcijas sinfx, cosfx, vai arl minéto
funkciju lineara kombinacija, funkciju ¥ izvélas, saskanojot rezultatu ar labas puses funkciju f(x) un
homogéna diferencialvienadojuma raksturiga vienadojuma atrisinajumu (skat. tabulu 1). Jaseko, lai
uzdevuma visparigaja atrisinajuma visi saskaitamie ir lineari neatkarigi. Lai novérstu linearo atkaribu,

partikuldro atrisindjumu piereizina ar x vai x2 . (skat. tabulu2).

- .. Homogéna Nehomogéna vienadojuma
Nr Labas puses funkcija f(x) vienadojuma saknes k partikularais atrisinajums y
1. Pn(x) k1 = O, kz *0 X Pn(x)
ky=k, =0 x* - P, (x)
ki #=a; k, Ae**
ki=a k, #a X - Ae™®
2. ae®™
k1=k2=a XZ'Aeax
ki #a; ky, #a B, (x)e™*
ki=a k, #a x - B (x)e*
3. P (x)e®> 0
ki =k, =« x? B, (x)e**
N cos(Bx) vai M sin(Bx), ky, # +pi Acos(Bx) + Bsin(Bx)
4. vai
ki, = xpi x * (A cos(Bx) + B sin(Bx))
N cos(Bx) + M sin(Bx) 2
e™N cos(Bx) ki, #atpi e™ (A cos(Bx) + B sin(Bx))
c vai
' e M sin(Bx)
ax 3
vai ki, = a+pi xe® (A cos(Bx) + B sin(fx))
e®™ (N cos(Bx) + M sin(Bx))
Tabula 2
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Polinomu P, (x) un Qr(x) nenoteiktos koeficientus aprékina, ievietojot partikulara atrisinajuma
izteiksmi ¥ dotaja nehomogeénaja diferencialvienadojuma.

Nehomogéna diferencialvienadojuma risinasanas algoritms, izmantojot nenoteikto koeficientu metodi
1) Atrisina atbilsto3o linearo homogéno diferencialvienadojumu a;Y" +a,Y' +a3Y =0,

2) Sastada nehomogéna vienadojuma partikularo atrisindjumu ¥, kas satur nenoteiktus koeficientus
un atbilst dota vienadojuma labas puses funkcijai f(x) (skat. tabulu 2),

3) Aprékina ¥’ un y”,

4) Aprekina nenoteiktos koeficientus, ievietojot partikularo atrisinajumu y un ta atvasinajumus
dotaja diferencialvienadojuma,

5) levieto iegutos koeficientus partikulara atrisinajuma y izteiksme,
6) Pieraksta dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu, saskaitot atbilstosa

homogéna diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu un dota nehomogéna
diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu

y=Y®+y)

kur Y(x) ir atbilsto$a homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisindjums un J(x) ir dota
nehomogéna vienadojuma partikularais atrisinajums.

17. Piemeérs

Atrisinasim vienadojumu

y' =2y =x2+5x—1

Sakuma atrisinam atbilstoSo homogéno diferencialvienadojumu
Y'—-2Y' =0
Sivienadojuma raksturigais vienadojums ir
k?-2k=0 => k- (k—2)=0
Raksturiga vienadojuma saknes ir reali, dazadi skaitli
k; =0 un k,=2

Tadeéjadi, atbilsto$a homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

Y = C;e%% + C,e2%

jeb
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Y = Cl + Czezx
kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

Pierakstam nehomogéna diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu §(x), nemot véra,
ka labas puses funkcija ir otras kartas polinoms

f(x) =x?>+5x—1
St funkcija var bt parrakstita forma
f(x) = (x*+5x—1) e’
Saja gadijuma partikularo atrisindgjumu §(x) pieraksta forma:
§ = Pa(x)e™ - x*,
kur P,(x) ir n-tas pakapes polinoms ar nenoteiktiem koeficientiem.
ArT polinomam P, (x) jabit otras kartas polinomam, bet ar nenoteiktiem koeficientiem
P,(x) = Ax?* + Bx+ C
Funkcijas f (x) eksponentfunkcijas kapinatajs ir @=0 un tas sakrit ar raksturiga vienadojuma
vienu sakni: a = k; = 0, tapéc s = 1 un diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums
satur reizinataju x?.
Tatad dota diferencialvienadojuma partikularajam atrisinajumam ir sekojosais veids
7 =(Ax?> +Bx+C) e’ -x' = (Ax? + Bx + C) - x
jeb
y = Ax3 + Bx? + Cx
3) Aprékinam pirmas un otras kartas funkcijas ¥ atvasinajumus
y' = (Ax3 + Bx? + Cx)' = 34x? + 2Bx + C
7' = (34x% + 2Bx + C)' = 6Ax + 2B
4) levietojam funkcijas ¥, " un "’ dotaja nehomogénaja diferencialvienddojuma
y"' =2y =x?+5x—1,
jegustot

6Ax + 2B —2(34Ax%? + 2Bx + C) = x2 +5x — 1
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Vienkarsojam iegltas izteiksmes kreiso pusi:
—6Ax?+ 6Ax —4Bx + 2B —2C =x*>+5x—1
Grupéjam koeficientus pie vienadam argumenta x pakapém izteiksmes kreisaja pusé:
—6Ax%+ (A—4B)x + 2B —2C =1-x%>+5x + (—1)
Divi polinomi ir vienadi tad un tikai tad, ja koeficienti pie abu polinomu vienadajam x pakapém
ir vienadi. Vienadojuma laba un kreisa puses ir vienadas katrai realai x € R vértibai.
Pielidzinasim koeficientus pie vienadajam argumentu pakapém:
Koeficienti pie x%: — 64 =1;
Koeficienti pie x: 64A—4B =5;
Koeficienti pie x°: 2B —2C = —1.
Risinam sistemu
—6A=1
6A—4B =5
2B —2C =-1

P . - . _ . . _ 1
No sistémas pirma vienadojuma ieglstam A = -

No sistémas otra vienadojuma ieglstam

6A—4B =5 > 6-(—%)—4B=5 S _—4B=6
s 3
T2

No sistémas tresa vienadojuma ieglstam
3
2B-20=-1 & 2-(-3)-20=-1 > -2¢=2
c=-1

legutos koeficientus ievietojam nehomogéna vienadojuma visparigaja atrisinajuma y
nenoteikto koeficientu vieta :

y =—€x —Ex — X

Rezultata, nehomogéna diferenciadlvienadojuma visparigais atrisinajums ir

1 3
y=Y+5§ =C; + Cre®* —gx3+zx2+2x
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18. Piemers

Atrisinasim linearo nehomogéno diferencialvienadojumu:
y" +y' =2y =xe?*
1) AtbilstoSais homogénais diferencialvienadojums ir
Y'+Y -2Y=0
St vienadojuma raksturigais vienadojums
k*+k-2=0
Raksturiga vienadojuma saknes ir
ki =1 un k, =-2
Atbilsto$a homogéna diferencidlvienddojuma visparigais atrisinajums ir
Y = Ciel* + Ce™2%
kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

2) Konstruésim nehomogéna diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu ¥, nemot véra
diferencialvienadojuma labas puses funkcijas veidu

f(x) = xe**
Saja gadijuma partikulara atrisindjuma ¥ formair:  § = P,(x)e® - x°.

Funkcija f(x) satur pirmas kartas polinomu, lidz ar to, polinomam P,(x) ar nenoteiktiem
koeficientiem arT ir jablt pirmas kartas polinomam

Pi(x) = Ax +B
Funkcijas f(x) reizinataja e?* kapinataja koeficients ir a =2, kas nesakrit ar raksturiga
vienadojuma sakném: a # k; un a # k,, tapéc s = 0 un dota diferencialvienadojuma
partikularais atrisinajums ¥ japieraksta forma
7 =(Ax +B)-e**-x° = (Ax + B) - e?*
3) Aprékinam funkcijas ¥ pirmas un otras kartas atvasinajumus

y'= ((AX + B)ez'x)’ = (Ax + B)' - e?* + (Ax + B) - (e%%)' =

= Ae?* + (Ax + B) - 2e?*
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Sagrupejot
§' = (2Ax + 2B + A)e?
" =(QAx+2B + A)ezx)' = (2Ax + 2B+ A)' - e?* + (2Ax + 2B + A) - (e?¥)' =
= 2Ae?* + (2Ax + 2B + A) - 2e?* = (4Ax + 4B + 44) - e**
Tatad,
7" = (4Ax + 4B + 44) - e?*.

7

4) levietojam iegltos atvasinajumus %”, ¥ un funkciju ¥ dotaja nehomogénaja
diferencialvienadojuma

y" +y' =2y = xe?*.

Rezultata
(4Ax + 4B + 4A) - e** + (2Ax + 2B + A)e?* — 2(Ax + B) - e?* = xe?*
VienkarSosim iegtto izteiksmi
(4Ax + 4B + 4A + 2Ax + 2B + A — 2Ax — 2B) - e?* = xe?*

Dalisim vienadojuma abas puses ar e?*, tad

4Ax + 4B+ 54 =x
Jeb

4Ax + 4B + 54 = 1x + 0.

Vienadojuma laba un kreisa puses ir vienadas katrai x € R vértibai. Tas ir iespéjams tikai tad,
ja koeficienti pie vienadam argumenta x pakapém vienadojuma labaja un kreisaja puseé ir
vienadi.
Koeficienti pie x: 44A=1;
Koeficienti pie x°: 4B + 54 = 0.
Tas noved pie sekojosas sistémas risinasanas

{ 44 =1
4B+5A=0

o o 1
No sistémas pirma vienadojuma seko: A = "
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No sistémas otra vienadojuma

4B+5-1=0> 4B=-2> p=-2
4 4 16

levietojam iegltas konstantes nehomogéna diferencialvienadojuma visparigaja atrisinajuma:

% =(Ax+B)-e2x=<lx—i)-ezx
4 16

Rezultata, dotd nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

1 5
— R X —2X . 52X
y=Y+3y =Cie*+Cye +<—4x——16) e

19 . Piemers

Atrisinasim diferencialvienadojumu
y"" +y = 3cosx + 2sinx
1) Atbilstosais homogénais diferencialvienadojums ir
Y'+Y=0
St vienadojuma raksturigais vienadojums ir
k2+1=0 = k?=-1
Raksturiga vienadojuma saknes ir kompleksi saistitie skaitli
ki =i=0+1i un ky==i=0—-1-§
Tadéjadi, atbilstosa homogéna diferencidlvienadojuma visparigais atrisinajums ir
Y = C;e%*cos(1 - x) + C,e%%sin(1 - x)
Y = C;cosx + C,sinx

Dota nehomogéna diferencialvienadojuma labas puses funkcija satur trigonometriskas
funkcijas

f(x) = 3cosx + 2sinx = e°*(3cosx + 2sinx) .
Tad saskana ar tabulu 2 partikulara atrisinajuma ¥ forma ir

¥ = x(Acosx + Bsinx),
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jo raksturigd vienadojuma saknes imaginara dala sakrit ar funkcijas f(x) sinusa un kosinusa
funkciju argumenta koeficientiem (skaitlis a+Bi=0+1-i sakrit ar raksturiga
vienadojuma sakni k4 )—ir janovérs visparigaja atrisinajuma iek|auto funkciju lineara atkariba.

3) Lai aprekinatu nenoteiktos koeficientus A un B, aprékinam funkcijas ¥ pirmas un otras
kartas atvasinajumus

y'= ((Acosx + Bsinx) -x)’ = (Acosx + Bsinx)' - x + (Acosx + Bsinx) - (x)'=
= (—Asinx + Bcosx) - x + (Acosx + Bsinx)
7" = ((—Asinx + Bcosx) - x + (Acosx + Bsinx))’ =
= (—Asinx + Bcosx)' - x + (—Asinx + Bcosx) - X' + (Acosx + Bsinx)' =
= (—Acosx — Bsinx) - x + (—Asinx + Bcosx) — Asinx + Bcosx =
= (—Acosx — Bsinx) - x — 2Asinx + 2Bcosx
4) §” un § ievietojam dotaja nehomogenaja diferencialvienadojuma
Rezultata:
(—Acosx — Bsinx) * x — 2Asinx + 2Bcosx + (Acosx + Bsinx) - x = 3cosx + 2sinx
Vienkarsojot iegdto izteiksmi, ieglst
—2Asinx + 2Bcosx = 3cosx + 2sinx

Vienadojuma laba un kreisa puses ir vienadas katrai x € R vértibai. Tas bUtu iespéjams tikai
tad, ja vienddojuma labaja un kreisaja puSexoeficienti pie sinx un cosx ir vienadi

Koeficienti pie cosx: 2B =3 ] =§

Koeficienti pie sinx: — 24 =2 A=-1
levietojam iegitas konstantes nehomogéna diferencialvienadojuma partikularaja atrisinajuma

3
y =<—1-cosx+§-sinx)-x

Dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

3
y=Y+3¥ = Cicosx + C,sinx + (—cosx + Esinx) X
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Ja nehomogéna diferencialvienadojuma labaja pusé ir vairaku speciala veida funkciju summa,
tad diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums arT ir vienads ar partikularo atrisinajumu
summu, kur katrs partikularais atrisinajums atbilst katrai atseviskai speciala veida funkcijai
vienadojuma labaja pusé.

Proti, diferencidlvienadojuma a;y" + a,y’ + azy = f1(x) + f2(x)

partikularais atrisinajums ir divu funkciju summa ¥ (x) = ¥, (x) + ¥,(x).,

kur ¥, irdiferencialvienadojuma a;y"' 4+ a,y’ +azy = f(x) partikularais atrisinajums

un ¥, irdiferencialvienadojuma a;y"’ + ayy’ + azy = f,(x) partikularais atrisinajums.

20. Piemeérs

Atrast visparigo atrisinajumu diferencialvienadojumam
y' —2y'"4+y=e*+5cos3x
1) AtbilstoSais homogénais diferencialvienadojums:
Y'-2Y'+Y=0
Raksturigais vienadojums ir k2 —2k+1 =10
Ta saknes ir vienadi reali skait|i ki =k, =1
Tadéjadi, atbilsto$a homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
Y = Cye* + C,xe*
2) Diferencialvienadojuma labas puses funkcija ir divu funkciju f; (x) = e* un f,(x) = 5cos3x

summa. Atbilstosi superpozicijas principam, diferencialvienadojuma partikularais atrisinajums
ir vienads ar divu funkciju summu

y =1t
kur ¥, irdiferencialvienadojuma y"” — 2y’ +y =e* partikularais atrisinajums
un ¥, irdiferencialvienadojuma y' — 2y’ 4+ y = 5cos3x partikularais atrisindjums.

a) Noteiksim funkciju ¥, kas ir pirma vienadojuma partikularais atrisinajums.

Vienadojuma labaja pusé ir funkcija fi(x) =e'® . Eksponentfunkcijas argumenta
koeficients ir @ = 1 un tas sakrit ar raksturiga vienadojuma saknem: a = k; =k, = 1.

Saskana ar tabulu 2 funkciju y; meklésim forma
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y, = x? - Ae*
Noteiksim funkcijas J; pirmas un otras kartas atvasinajumu
7, = (Ax2e*) = (Ax?) - e* + (Ax?) - (e¥)' = 24x - e* + (Ax?) - e* = (24x + Ax?) - e*
71" = ((2Ax + Ax?) - e")’ = (2Ax + Ax?)' - e*+(2Ax + Ax?) - (e¥)'=
= (24 + 2Ax) - e* + (2Ax + Ax?) - e* = (24 + 4Ax + Ax?) - e*
levietojam 3", 7" un ¥, atbilsto3aja nehomogéna diferencialvienadojumay’, y” uny vieta:
y' =2y +y=e,
ieglstam
(2A + 4Ax + Ax?) - e* — 2(2Ax + Ax?) - e* + Ax?e* = e*

Vienkarsosim ieglto izteiksmi un aprékinasim koeficientu A:

(24 + 4Ax + Ax? — 44Ax — 2Ax? + Ax?)e* = e*

2A=1 9 A=1/2

Tatad

b) Noteiksim otra vienadojuma partikularo atrisingjumu ¥,.

Ta ka funkcija otra vienadojuma labaja pusé ir f,(x) = 5cos3x = e%*(5 - cos3x + 0 - sin3x),
més meklésim vienadojuma partikularo atrisinajumu forma

¥, = e®*(C - cos3x + D - sin3x) - x°

Eksponentfunkcijas kapinatajs a =0 . Sinusa un kosinusa funkciju argumenta koeficienti ir
B =3. §kait|is a+if = 0+ 3i = 3i nesakrit ar raksturiga vienadojuma sakném tadejadi
s = 0. Saja gadijuma diferencialvienadojuma partikularam atrisinajumam ir veids

y, = C -cos3x + D - sin3x
Funkcijai ¥, noteiksim pirmas un otras kartas atvasinajumus
7," = (Ccos3x + Dsin3x)’ = —3Csin3x + 3Dcos3x
¥," = (—3Csin3x + 3Dcos3x)’ = —9Ccos3x — 9Dsin3x.
levietojot 7,", 7,"" un ¥, atbilstosaja nehomogénaja diferencialvienadojuma
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y" —2y"4+y = 5cos3x,
jeglstam:
—9Ccos3x — 9Dsin3x — 2(—3Csin3x + 3Dcos3x) + Ccos3x + Dsin3x = 5cos3x
(—8C — 6D)cos3x + (—8D + 6C)sin3x = 5cos3x

Koeficienti pie cos3x: —8C—6D =5

: 4D
Koeficienti pie sin3x: —8D+6C=0 C = Y
No pirma vienadojuma seko: —8 - (2) —6D=5 = =L -5 5p=-2
3 3 10
un c=22__43__2
3 3-10 5
Rezultata
G, = 2 3 in3
V, = 5cosx 10 sin3x

Dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir:
y=Y+y =Y+y +¥,
jeb

y = C;e* + Cyxe* + lxzex = zcos3x - i - sin3x
2 5 10

Uzdevumi

Atrisinat diferencialvienadojumu
y'+2y +y=3e*x+1
Atrisinajums
Izmantosim konstansu variacijas metodi (Lagranza metodi)
1) Atrisinasim atbilstoSo homogéno diferencialvienadojumu
Y'+2Y+Y=0

STvienadojuma raksturigais vienadojums ir
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k?2+2k+1=0
k+1)32%=0
Sim vienadojumam ir divas vienadas realas saknes
k; =k, =-1
Tatad homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
Y=CeT*+Cyxe™™
kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

2) Aizstajam konstantes C; un C, ar nezinamam funkcijam C;(x) un C,(x) un dota nehomogéna
diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu meklésim forma

y=C(X) e *+Cy(x) -xe™*
3) Nezinamas funkcijas C4 (x) un C,(x) atrodam no sekojosas vienadojumu sistémas
Cix)-e*+C,x)  xe*=0
C'1(x) - (€™) + () - (xe™¥) = 3e*Vx + 1

Aprékinot atvasinajumus sistémas otraja vienadojuma, ieglstam

Cix)-e*+C,x)  xe*=0

€00+ (-e™) + 00 (1-e™ +x(—e™)) = 3e™Vx + 1

Sistému var parrakstit forma
Ci1x)+C,x x)e™*=0

(—CL®) +CE) - (1—x)-e X =3ex+1

Cix)+C,x 'x=0

3vx+1

-+ 1-%)

No sistémas pirma vienadojuma seko

>

Ch(x) =—-Cx)-

levietojot ieglto C'4 (x) otraja sistémas vienadojuma ieglstam

C,x)x+C,x)-1-x)=3Vx+1

Rezultata

C',(x)=3vx+1
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Tatad

Cix)=-C,x x=-3xvx+1
4) Aprékinam C;(x) un C,(X) :

X = fC'l(x) dx=f—3xx/x+ 1dx

Lai aprékinatu %o integrali, izmantosim substitlciju x + 1 = t2 .

Tadx =t?>—1 un dx = (t? — 1)'dt = 2tdt

J—3x\/x +1dx=-3 f(t2 — Dt 2tdt = —6f(t4 —t3)dt = —6(
_ _g(m)s +2(VxF D) + G

Rezultata

6 5 3
Cix) = —g(x +1)24+2(x+1)2+C;

CZ(X)=fC'2(X)dX=f3vx+1 dx = 3f(x+ 1)% dix+1) =2x+ 1)% +C,

Tatad,
6 5 3 3
Cx) = —g(x+1)2+2(x+1)2+C1 un C,(x) = 2(x+ 1)z +C,

kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

6) levietojot iegtas C; (x) un C,(x) funkcijas vispariga atrisinajuma izteiksmé, iegstam:
6 5 3 3
y= (—g(x F 12420+ 12+ cl) e 4 (Z(X +1)2 + Cz)xe_"
VienkarSosim $o izteiksmi:
6 5 3 3
y=eX (C1 + xC, —g(x + 12+ 2(x+ 1)2 + 2x(x + 1)2) =
6 5 3 6 5 5
=eX <6'1 + xC, —g(x +1)24+2(x+1)2(1 + x)) =e ¥ (61 + xC, —g(x + 124+ 2(x+ 1)2)
Rezultata dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

4 5
y=e7*¥ (61 +xC, + g(x + 1)5)
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9.9.Uzdevumsg|

Atrisinat diferencialvienadojumu

42¥

1+ e2x

yll _ 2yl —
Atrisinajums

Tas ir otras kartas linears nehomogeéns diferencialvienadojums. Izmantosim konstansu variacijas
metodi.

1) AtbilstoSais homogénais diferencialvienadojums ir

Y’ —-2Y' =
Ta raksturigais vienadojums ir

k?—-2k=0

k(k—2)=0

St vienadojuma saknes ir redlas un dazadas
ki =0 un k, =2
Tatad, atbilstosa homogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
Y = C,e%% 4 C,e2X
jeb
Y=C;-1+Cy-e?%,
kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

2) Lai atrastu dota nehomogeéna diferencialvienadojuma visparigo atrisindjumu, aizstdjam konstantes
C; un C, ar nezinamam funkcijam C;(x) un C,(X), tad uzdevuma atrisinajums ir

y=Ci(x) 1+ Cy(x)- e

3) Nezinamas funkcijas C; (x) un C,(x) atrodam no sekojosas vienadojumu sistémas

CL () 1+CH(x) e =0
4e2X

€160 -1+ €200 (%) =

Aprékinot atvasinajumus, iegistam
Cix)-1+C,x - e*=0

, , 4e2X
Cl(X)'0+C2(X)'2'e2X=m

54



jeb
(Ci(x) 14+C,(x)-e*=0

4e2%

k CIZ(X) 2- e m

4) No otra sistémas vienddojuma iegstam C', (x)

20 =1y

No pirma sistémas vienadojuma iegistam C'; (x)

2_e2x

€100 = ~Cp(9 e = =

5) Integréjot C’';(x) un C',(x), aprékinam funkcijas C;(x) un C,(x)

Ci(x) = [C'1(x)dx un C,(x) = [C'5(x) dx .

, 2-e¥ d(e®) d(1 + e%) o
Cl(x)=fC1(x)dx=—fl_l_eZde:—fl_l_eZX— f 1T o =—In|1+e*|+(C
1+ e*X — e 1+ e e2*
CZ(X)szZ(X)dX:f— Zf 1+ e Xzz.fde—medX:

2e2X
_ _ 2
_2[1dx—f1+e2de—2x—ln|1+eX|+C2
Rezultata

C;(x) =—=In|1+e**|+C; un C,(x) = 2x —In|1 +e?*| + C,

kur C; un C, ir patvaligas konstantes.

6) levietojot iegltas funkcijas C; (x) un C,(x) vispariga atrisinajuma izteiksmé ieglstam
y=(-=In|1+e**|+C;) 1+ (2x —In|1 + e**| +C, )e ¥
Dota lineara nehomogeéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
y =C; + Cye 2 —In|1 + e?*| + (2x — In|1 + e**|)e 2¥
Vienkarsojot

y=0C; +Ce?* +2xe?* —1In|1 + |- (1 +e?¥)
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9.10.Uzdevums

Atrast diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu
y" — 9y = x + 2e73%
Atrisinajums
1) Atbilstosais homogeénais diferencialvienadojums ir
Y'—-9Y=0
Ta raksturigais vienadojums
k?—-9=0
Vienadojuma saknes ir dazadi reali skaitli
ki =3, k, =-3
Tadéjadi, atbilstosa homogeéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
Y = C,e3% + C,e~3%
2) Dota vienadojuma labaja pusé ir divu funkciju summa:
i =x  un f2(x) = 2e73%

Péc superpozicijas principa lineara nehomogéna diferencialvienadojuma atrisinajums ir vienads ar divu
funkciju summu

y=V1+¥V2
kur ¥, irdiferencialvienadojuma y"' —9y =x partikularais atrisinajums,
y, ir diferencialvienadojuma y' — 9y = 2e™3% partikularais atrisinajums.

a) Noteiksim pirma diferencialvienadojuma y" — 9y = x partikularo atrisinajumu ¥ ;. Funkciju f;(x)
vienadojuma labaja pusé var pierakstit sekojosa veida

fix) =x=(x—0)e™
Eksponentfunkcijas kapinatajs ir a =0. Tas nesakrit ar raksturiga vienadojuma sakném o # k; # k,
tad saskana ar 2. tabulu partikulara atrisinajuma y; formair

y, =Ax+B
b) Aprékinam funkcijas §; pirmas un otras kartas atvasinajumus
7.'=(Ax+B) =A
= @) =0

levietojam ¥, #;" un§; pirmaja diferencidlvienadojuma y” — 9y =x,
Rezultata

0—-9(Ax+B) =x
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Vienkarsosim So izteiksmi:

—9Ax—9B=1"-x

Koeficienti pie x: -9A=1 —> A=-1/9
Koeficienti pie x°: —-9B =0 —> B=0
Tad
N 1
Y1 = 7%

b) Aprékinasim otra vienadojuma y”’ — 9y = 2e~3% partikularo atrisindjumu J,.

Nemot véra, ka eksponentfunkcijas f,(x) = 2e73X kapinataja koeficients a = -3 sakrit ar vienu
raksturiga vienadojuma sakni k, = =3, partikulara atrisinajuma ¥, formair

Y, = Ce™3%-x
Aprékinam funkcijas ¥, pirmas un otras kartas atvasinajumus
7' = (Ce™* %) = —3Ce™¥*x + Ce™3* = e73*(-3Cx + ()
7" = (e73* - (—3Cx + C)) = —3e73* - (—=3Cx + C) + e73*- (—3C) = e73* - (9Cx — 6C)

levietojot 7,", #,"" un , diferencialvienadojuma y” — 9y = 2e™3%,

ieglstam
e 3% (9Cx — 6C) — 9Ce 3% - x = 2~
e 3% (9Cx — 6C — 9Cx) = 2e73%
—6C =2
C=-1/3
Rezultats,
Vo= _%e—3x "X

Dota linedara nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir vienads ar tris funkciju
summu:

y=Y+y=Y+y,+7,
Tatad, dota nehomogéna diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir

= 3x -3x _1 _l
y 1e°% + Cye 9x 3xe

—-3x
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9.4. Laplasa transformacijas pielietoSana diferencialvienadojumu
atrisinasanai

Saja nodala apskatita otras kartas linearu nehomogénu diferencialvienadojumu risindana, izmantojot
Laplasa transformaciju. Laplasa transformacijas definicija un Tpasibas ir apskatitas isuma.

9.4.1. Laplasa transformacija. Definicija un Tpasibas.

Laplasa transformaciju bieZzi izmanto, lai atrisinatu linearus diferencialvienadojumus un
diferencialvienadojumu sistémas. Laplasa transformacija dod iespéju diferencialvienadojumus aizstat
ar algebriskiem vienadojumiem. Lidz ar to, diferencialvienadojumu atrisinasana reducéjas uz linearo
vienadojumu atrisinasanu. Ar $is metodes palidzibu var atrisinat pat tadus diferencialvienadojumus, ja
to labas puses funkcija nav nepartraukta funkcija. Tada veida diferencialvienadojumi paradas,
aprakstot, pieméram, dazas elektrotehnikas, signalu teorijas, elektrisko kéZu teorijas problémas.
Laplasa transformaciju izmanto ari, lai atrisinatu vienadojumus, kas satur ne tikai nezinamu funkciju un
tas atvasinajumus, bet art integralus no nezinamas funkcijas . Tadi vienadojumi apraksta, pieméram,
elektrisko kezu teorija aplikotos parejas procesus.

Definicija: Laplasa transformacija

Lai funkcija f(t) ir reala argumenta funkcija, kura apmierina tris nosacijumus:
1) f(t) definéta intervala 0 < t < +oo;

2) f(t) ir nepartraukta funkcija vai ari funkcijai ir galigs skaits pirma veida partraukuma punktu
apgabald t € [0, + ),

_
M 1

S

2.ziméjums. Gabaliem dota funkcija 3.ziméjums. Nepartraukta funkcija
3) eksisté tadi reali pozitivi skait]i M = const un Sy = const, ka visiem t = 0 ir spéka
If ()] < MeSot;

tad funkcijas f(t) Laplasa transformaciju F(s) definé ka neisto integrali:

+o0
F(s) = f f(He stdt,
0

kur s ir parametrs (vispariga gadijuma s = g + wi ir komplekss skaitlis).

Funkciju f(t) sauc par origindlu un funkciju F(s) sauc par attélu.
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Nelsto integrali labaja pusé sauc par Laplasa integrali.
Ja funkcija F(s) ir funkcijas f(t) transformacija, tad raksta

F(s) = L[f(0)] vai f(t) = F(s)
Teoréma:

Funkcijai f(t) eksisté Laplasa transformacija, ja funkcija f(t) apmierina augstak aplikotas nosacijumus
unir speka

o = Re(s) > S,
kur o = Re(s) ir kompleksa skaitla s = ¢ + wi reala dala.

Vispariga gadijuma parametrs s ir komplekss skaitlis, un F(s) ir kompleksad mainiga funkcija, bet Seit
meés pienemsim, ka s ir reals skaitlis.

Pielietojumos, kur risinot dazadas fizikalas problémas izmanto Laplasa transformaciju, tiek pienemts,
ka funkcija f¢t)ir vienada ar 0, ja t <O:

_(f®, t=0
f(t)_{o, t<0

Sis pienémums nozimé, ka process, kuru apraksta funkcija f(t) , sakas laika momenta t=0.
Tada veida funkcijas var pierakstit ka divu funkciju f(t) un H(t) reizinajumu

f@©-H(®),
kur H(t) ir ta saukta Hevisaida funkcija un ta ir vienada ar

1, t=0
H(t)_{ 0, t<o0

Piemeram,

. _(sint-1, t=0 . . ) _(sint, t=0
sin(t) - H(t) = {sint 0 t<0 vai sin(t) - H(t) = {0’ t<0

Tagad aplakosim divus piemérus un noteiksim attélu funkcijam f(t)=1 un f(t) =e* (t =0),
izmantojot Laplasa transformacijas definiciju.

21.Piemeérs

Noteiksim attélu funkcijai f(t)=1 (t>0):

+00 b

1 b
L[1] = F(s) = f 1-e Stdt = lim e Stdt = lim — —f e Std(—s-t) =
0 b—-+o 0 b-+ow S 0
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1 .° 1 1 1
= lim ——e™ =—=1lim (e -¢e%)=——(0-1)=-
bo+ow S 0 S b+ S S
Tatad,
L =<
T s
vai ari to pasu varam pierakstit ka
1
1+-
S
22.Piemeérs
Noteiksim attélu funkcijai f(t) = et (t>0):
+00 b
L[et] = F(s) = f el-eStdt = lim | e G~Didt =
0 =R709 Uiy
b b
i — —(s-Dtg(—(g — — i _ -(s-1t| —
bl—1>r-ll:100 S — 1J;) € d( (S 1)t) bl—l>r-Poo s—1 ¢ 0
1 1 1
- _ ; ~(-1Db _ a0 — __ = (0 1) =~
s—1bl—1>r+noo(e e) s—l(0 o s—1
Tatad,
1
Llet] =
le"] ==
vai to pasu varam pierakstit ka
1
t
¢ s—1

Attéli citam elementaram funkcijam ir noteikti lidziga veida un ir apkopoti specialaja tabula. Dala no
sadas tabulas ir paradita zemak:

fit) F(s)
1
1 S
1
t =
n!
n
t gn+1
eat 1
s—a
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) a
sin(at) 71z
S
cos(at) Zraz
At &
e*'sin(at) G-N2+a2
s—A
eMcos(at) Gt
a
Sh(Gt) m
S
ch(at) m
At &
e**sh(at) G-NZ—22
s—A
eMch(at) GoE—a

Uzdevumos, kur jaatrod funkcijas attéls, izmanto Laplasa transformacijas tabulu prieks elementarajam
funkcijam, ka art Laplasa transformacijas 1pasibas.

Laplasa transformacijas Tpasibas

Seit més bez pieradijuma aplikosim tikai tds Laplasa transformacijas ipasibas, kuras bus
nepiecieS8amas diferencialvienadojumu risinasanai.

1) Linearitdtes teoréma (C1, C2=const):

LIG /() £ G f2(0] = GLIA®] £ GLIf(0]
kur C1un C2 ir konstantes.
2) Origindla atvasinasanas teoréma
JaL[f (D] = F(s), tad

L[f'(®] = sF(s) - £(0)
LIf""(®] = sF(s) — sf(0) — £'(0)
LIf""(®] = s*F(s) — s2£(0) — sf"(0) — f"(0)

Lf™®] = s"F(s) = s"71£(0) = s"72f7(0) — - — f*71(0)
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23. Piemérs

Noteikt Laplasa transformaciju funkcijai f(t) = 2 — 3sin5t + 4e?t + t2.
Lai noteiktu dotas funkcijas attélu, izmantosim Linearitates teorému:
F(s) = L[f(t)] = L[2 — 3sin5t + 4e?t + t2] = 2L[1] — 3L[sin5t] + 4L[e?] + L[t?] =

_, 15 12
B S s2 + 25 s—2 s3

Rezultats,

15 4 4 +2
s2+1 s—2 s3

2
LI®] =~

Definicija: Inversa Laplasa transformacija

JaL[f(t)] = F(s), tad funkcijas F(s) inverso Laplasa transformaciju f (t) definé ka nenoteikto integrali

+00

f® =f F(t)eStds
0

To médz pierakstit ka

f@® = L7YF(s)]

Seit atzimésim, ka, lai atrastu funkcijas originalu, bie?i izmanto elementaro funkciju Laplasa
transformacijas tabulu un Laplasa transformacijas 1pasibas.

Loti bieZi pielietojumos funkcijas att&lam ir racionalas dalveida funkcijas forma. Saja gadijuma originalu
var viegli atrast, sadalot attéla funkciju elementardalas.

23.Piemers

Noteikt originalu attélam

_ s+ 3
" =56+D
tasir,
[ s+3 71
r0 =17 g =

Sadalam doto racionalu dajveida funkciju elementardalas ar nenoteiktiem koeficientiem

s+ 3 A B

F®)=GrD s s+t
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Lai atrastu nezinamos koeficientus, nosaka izteiksmes kopsaucéju un vienado saucéjus

s+3 A(s+1)+Bs
s(s+1) s(s+1)

Pielidzina labaja un kreisaja pusé esoSo funkciju skaititajus
s+3=A(s+1)+Bs
s+3=As+A+Bs
1-s+3=(A+B)s+A

Izteiksmes labaja un kreisaja pusés ir vienadas katrai s € R vertibai. Tas ir iespéjams tikai tad, kad
koeficienti pie vienadam s pakapém vienadojuma labaja un kreisaja pusé ir vienadi

Koeficients pie s:  1=A+B,
Koeficients pies%: 3=A = A=3
No pirma vienadojuma seko,ka B =1—-A=1-3=-2

Rezultata, mums ir

F()—3+ -2 _31 2 1
S_s S B

Izmantojot Laplasa transformacijas linearitates teorému, ieglstam

£ = L [Fs)] = 113 -%— 2 5%1] = 311 E] _ 211 [s,%] =3.1—2¢"

Tatad,
f(© =L1F(s)]=3-1—2e7t.

63



Ka minéts ieprieks, Laplasa transformaciju izmanto, lai atrisinatu diferencialvienadojumus un to
sistemas. Laplasa transformacija dod iespéju diferencialvienadojumu aizstat ar algebrisko
vienadojumu, kuru atrisinot ieglist nezinamas funkcijas attélu. Péc tam Sim attélam atrod originalu,
kas un ir diferencialvienadojuma atrisindjums. Seit apskatits Laplasa transformacijas pielietojums
otras kartas linearu diferencialvienadojumu ar konstantiem koeficientiem risinasanai.

Atzimésim, ka So metodi var izmantot diferencialvienadojumu risinasanai tikai tad, ja ir uzdoti
sakumnosacijumi punkta t=0, tas ir, tikai Kost uzdevumu risinasanai.

Apskatisim linearu diferencialvienadojumu ar konstantiem koeficientiem
ay" + by + cy = f(t)
un sakumnosacijumiem y(0) =y, un y'(0) = y;,
kur a, b, cir konstantes, y = y(t) argumenta t funkcija un a # 0.
Algoritms KosT problémas risinasanai, izmantojot Laplasa transformaciju:
1) Pielietot Laplasa transformaciju diferencialvienadojuma labajai un kreisajai pusei
Llay" + by" + cy] = L[f ()]

2) Izmantot linearitates teorému un originédla atvasinasanas teorému

aL[y"] + bL[y'] + cL[y] = L[f ()]

Apzimésim nezinamas funkcijas y(t) attélu ar Y(s), tas ir, L[y] = Y(s). Tad, saskana ar originala
atvasinasanas teorému, ir spéka

L[y (D] = sY(s) —y(0) = sY(s) — yo
LIy"(®] = s*Y(s) —sy(0) — y'(0) = s?Y(s) = syp — »1
Pielietojot Laplasa transformaciju, ieglst algebrisku vienadojumu, kas satur nezinamo funkciju Y(s)
a-(s2Y(s) —=syo —y1) + b - (sY(s) — yo) + ¢~ Y(s) = F(s),
kur F(s) = L[f (t)] ir diferencidlvienadojuma labas puses funkcijas attéls.
3) Atrisinat iegato algebrisko vienadojumu
Y(s)(as? + bs + ¢) = F(s) + asyy + by, + ay,

F(s) + asyy + by, + ay,
as?+bs+c

Y(s) =
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4) Izmantojot Laplasa transformacijas ipasibas un Laplasa transformacijas tabulu, atrast funkcijas Y(s)
originalu y(t)

y(® =L [Y(s)]

24.Piemers

Izmantojot Laplasa transformaciju, atrisinat Kost uzdevumu
y'+9y=¢e%, y0)=1, y'(0)=2
1) Pielietosim Laplasa transformaciju diferencialvienadojuma abam pusém
L[y" + 9y] = L[e*]
LIy"l+ 9L[y] = L[e*]

Apzimésim nezinamas funkcijas y(t) Laplasa transformacijas attélu ar Y(s), tas ir, L[y] = Y(s). Tad,
péc originala atvasinasanas teorémas seko

LIy’ (0] = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1
LIy"(®)] = s2Y(s) — sy(0) — y'(0) = s?Y(s) —s-1—2

Diferencialvienadojuma labas puses funkcijas attéls ir (skat. Laplasa transformacijas tabulu)

1
L[e?t] = —

levietojot attélus L[y”'(t)], L[y(t)] un L[e?!] vienadojuma, iegistam algebrisko vienadojumu
nezinamajai funkcijai Y(s)

1
2.Y(s) —s—2+9-Y(s) = —
s“-Y(s) —s + (s) p—

3) Atrisina iegito algebrisko vienadojumu:
1
Y(S)'(SZ+9):E+S+2

1 S 2

YO ==+ T 52+9) T 57+ 9)

4) Aprekinam funkcijas Y(s) originalu y(t):

a) No sakuma izvirzam funkcijas Y(s) pirmo saskaitamo elementardalas ar nezindmiem
koeficientiem:
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1 A Bs+C_ A(s*+9)+ (Bs+C)(s—2)

(s—2)(52+9)=s—2+52+9_ (s—2)(s2+9)
Dalas
1
(s—2)(s2+9)
un

A(s?+9)+ (Bs+C)(s—2)
(s=2)(s?+9)

bis vienadas tikai tad, ja So dalu skaititaji bUs vienadi. Tatad, pielidzinam labaja un kreisaja pusé esoso
funkciju skaititajus

1=A(*+9)+(Bs+C)(s—2)
1 =As? + 9A + Bs? — 2Bs + Cs — 2C
0-s?2+0-s+1=(A+B)s?+ (—2B+C)s+9A—2C

legltaja izteiksmé polinomi labaja un kreisaja pusé ir vienadi tikai tad, ja koeficienti pie mainiga s
vienadajam pakapém ir vienadi

Koeficienti pie s? iegiitas izteiksmes labaja un kreisaja pusésir: 0 = A + B
Koeficienti pie sir: 0=-2B+C,
Koeficienti pie s® ir: 1 = 9A — 2C

Atrisinot ieglto vienadojumu sistému ar nezinamajiem koeficientiem A, B un C, ieglstam:

A= 1 B = 1 C = 2
13’ -3’ 13
Rezultata
1 1 2
1 13 —ﬁs—ﬁ 1 1 1 S 2 1

(—2)(s2+9) s—2 ' s2+9 13 s—2 13 s2+9 13 s2+9
b) legito izteiksmi ievietojam izteiksmé pie Y(s) pirma saskaitama vieta

1 1 1 S 2 1 S 2

Vienkarsojot So izteiksmi, ieglstam

1 +12 S +24 1
s—2 13 s2+9 13 s2+9

Y() = =
¥ =13
5) Aprékinam funkcijas Y(s) originalu
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1 1 12 s 24 1
) = L1y =L-1[—- —=. il ]:
y(® [Y(s)] 13527135249 13 5249

1 L‘l[ 1 ]+12 L‘l[ S ]+24 L‘1[1 3 ]_
13 s—2] 13 s2+9l " 13 3 s24+9]

1 L‘l[ 1 ]+12 L‘l[ S ]+24 1 L‘l[ 3 ]_
13 s—2] 13 s24+9] 13 3 s2+9]

L 2f+12 3t+24 in3t
—136 13COS 39 Sin

Tatad ieglstam dota Kosi uzdevuma atrisinajumu:

® =L1Y(s)] = ! 2t+12 3t+24 in3t
y(t) = S —13e 13(:05 39sm

Var viegli parliecinaties, ka atrisinajums apmierina doto diferencialvienadojumu un ta sakuma
nosacijumus.

Uzdevumi

9.11. Uzdevums

Izmantojot Laplasa transformaciju, atrisinat Kost uzdevumu
y'+4y'+5y=1, y(0)=0, y'(0)=1
Atrisinajums
1) Dotajam diferencialvienadojumam pielietosim Laplasa transformaciju
Lly" + 4y' + 5y] = L[1]
Lly"1+4L[y'] +5L[y] = L[1]

Lai nezinamas funkcijas y(t) attéls ir L[y] = Y(s), tad péc origindla atvasinasanas teorémas
aprékina

L[y'(®] = sY(s) — y(0) = sY(s) — 0 = sY(s)
L[y" ()] = s2Y(s) — sy(0) —y'(0) = s?Y(s) —s-0—1=5s2Y(s) — 1

Laplasa transformacijas pielietoSanas rezultata ieglstam algebrisko vienadojumu nezinamajai attéla
funkcijai Y(s):

SZY(S)—1+4'S-Y(5)+5-Y(5):%

3) Risinam iegdto vienadojumu
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1
Y(s)(s® +4s+5) = St 1

1+s

Y(s)(s? +4s+5) =

1+s

O =i vast5)

4) 1zmantojot Laplasa transformacijas Tpasibas un Laplasa transformacijas tabulu, aprékinam originalu
y(t) attélam Y(s),

y(t) = LHY(s)]
Sim noltkam més sadalam funkciju Y(s) elementardalas

1+s _A+ Bs+C  A(s*+4s+5)+ (Bs+()s
s(s2+4s+5) s s2+4s+5 s(s? +4s+5)

Tatad
s+1=A(s>+4s+5)+ (Bs+C)s
s+ 1= As? + 4As + 5A + Bs? + Cs
0-s2+1-s+1=(A+B)s?+ (4A+(C)s+5A

Koeficienti pie s?: 0 = A+ B
Koeficienti pie s: 1 = 4A + (,
Koeficienti pie s%: 1 = 5A

Atrisinot iegto sistéemu, nosakam nezinamos koeficientus

Rezultata

1 1
+—§S+§_11 1 s—1

1
1+s 5
s24+4s+5 5 s 5 s24+4s+5

Yo = s(s2+4s+5) s

5) Noteiksim originalu funkcijai Y(s):

11 1 s—1 1 11 1

y(t) = L71[Y(s)] = Lt [g-g—g-m] =§-L‘1 [;] _E.L—1[

s—1
s2+4s+5

No Laplasa transformacijas tabulas L1 E] =1,

Lai atrastu originalu
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s—1
Pl
s2+4s+5
mums no sakuma vajag parveidot dalu

s—1 _ s—1 _ s+2-3 _ s+2 3
s2+4s+5 (s+2)2+1 (s+2)2+1 (s+2)2+1 (s+2)2+1

Tad
_ s+ 2 3 3 s+ 2 _ 1
' - R (e e R e
(s+2)2+1 (s+2)2+1 (s+2)2+1 (s+2)2+1
= e %tcost — 3e " %sint
leglUstam

-2t

5

* (cost — 3sint)

ul| =

1 1
y@® = = l-g (e ?tcost — 3e?tsint) =
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9.5. Diferencialvienadojumu pielietojuma pieméri

1.Piemeérs:

Kuga stabilitate ir kugosSanas drosSibas jautajums, kuru obligati vajag pétit jau kuga projektésanas
posma. Viens no svarigakiem faktoriem, kas ietekmé kuga stabilitati, ir kuga SGposanas tGdenr.

1) Kuga stposanos no viena uz otro sanu (sansvere jeb angliski “rolling”), kas notiek mieriga Gdent bez
pretestibas, apraksta otras kartas diferencialvienadojums:

0" + ng26 = 0,

kur 8 =86(t) ir SUposanas amplitida jeb novirze no lidzsvara stavokla laika momenta t
(skat.zimé&jumu 4).

ng ir brivas (dabiskas) vibracijas cirkulara frekvence kugim $lpojoties bez pretestibas.

4.2Iméejums

Dotais vienadojums ir otras kartas linears homogéns diferencialvienadojums ar konstantiem
koeficientiem. Atrisindsim $o vienadojumu. Diferencialvienadojumam atbilstoSais raksturigais
vienadojums ir

k% +ng? =0,
Sivienadojuma saknes ir kompleksi saistitie skait]i
ki =ngi , k, = —ngi
Tadejadi diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
6(t) = C; cos(ngt) + C, sin(ngt)

2) Kuga sGposanos no viena uz otro sanu, kas notiek mieriga Gdeni, nemot véra ddens pretestibu,
apraksta diferencialvienadojums

0" + 2ugh’ + 120 =0
kur wg ir relativais pretestibas koeficients.
Atbilstosais raksturigais vienadojums ir

k2 + 2ugk + ng? =0,

Raksturiga vienadojuma saknes ir
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ky = —ug +ipg? —ng? un ky = —pg — i \/ug? — ny?
Diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
0(t) = C; e Hotcos(wg - t) + C, e Hotsin(wg - t),

kur

wg = +/Ug? — ny? ir dabiska frekvence, ja kugis $Upojas, nemot véra pretestibu.

Atzimésim, ka lidzigi ar diferencialvienadojumu palidzibu apraksta ari kuga garenisko SlpoSanos
(galsveri; angliski “pitching”).

2. Piemeérs:

Neviens masdienu kugis nav iedomajams bez elektriskam un elektromehaniskam sistemam.
Mainstravas elektriska kéde ir jebkuras Sadas sistémas sastavdala. Parejas procesus $adas elektriskas
kedeés, kas notiek 1sa laika posma péc komutacijas (péc kédes pieslégsanas spriegumam) vai péc
atslégSanas no sprieguma, ka arl pieslédzot vai ari atslédzot kapacitativu elementu, apraksta
diferencialvienadojumi. Vienkarsakas elektriskas shémas ir rezistora-induktora kéde (RL) un rezistora-
induktora-kondensatora kéde (RLC) (skat. ziméjumu 5).

¢ H d
C

L =
R

b | I a

5.z2Iméjums. Rezistora-induktora-kondensatora kéde

1) Pieméram, ja kédi ar nemainigu pretestibu R un induktivitati L ( RL kédi ) laika momenta t=0
pieslédz spriegumam U0 (pieméram, akumulatoram), tad péc komutacijas spriegumu lidzsvara
vienadojums ir pirmas kartas linears nehomogéns diferencialvienadojums ar konstantiem
koeficientiem

Ldi+R i =U,
dt L= Y%

kur
tir laiks,
i(t) ir strava, kas plUst elektriskaja kéede,
R ir rezistora pretestiba,
Lir induktiva elementa induktivitate,

Uo ir avota spriegumes.

2) Nemainiga sprieguma avota gadijuma parejas procesu RLC kédé apraksta sekojosais otras kartas
diferencialvienadojums
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kur Cir kapacitativa elementa kapacitate.

Atrisinasim $o vienadojumu:

Tas ir otras kartas linears homogéns diferencialvienadojums ar konstantiem koeficientiem.
Vienadojumam atbilstoSais raksturigais vienadojums ir

1
Lk?+Rk+—==0
C
jeb
1

k2+5k+—=0
L~ LC

Stvienadojuma saknes ir

k_R+(R)2 1 o R (R)Z 1
=t en) e M T e Tie

Tadéjadi diferencialvienadojuma visparigais atrisinajums ir
i(t) = Ciefat + C ekt

kur C; un C, ir konstantes, kas raksturo amplitddu.

2. Piemers:

Ir ipasi konteinerkugi dazadu Skidrumu parvadasanai. Avarijas gadijuma var notikt skidruma nopltde.
AplUkosim sekojoSu problému - no cilindriskas tvertnes ar liela izméra pamatu, kura radiuss ir R, caur
nelielu caurumu ar radiusu r tvertnes apaksa izplUst sSkidrums.

Pienemot, ka sakuma momenta t=0 skidruma limenis tvertné bija H, atrast:
a) tvertnes skidruma limeni z(t) laika momenta t,

b) laiku T, kura skidrums pilniba iztecés no tvertnes.

z
Cé Procesu, kad skidrums izplUst no cilindriska tvertnes, apraksta pirmas
kartas diferencialvienadojums :

dz
R2E+r2 2gz =0,

kur

tir laiks,

g ir gravitacijas konstante (g=9.80665 m/s?),

z=z(t) ir Skidruma limenis tvertné laika momenta t.

6. ZIméjums.
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Atrisinajums

1) Laiatrastu funkciju z(t), atrisindsim doto diferencialvienadojumu

dz
RZE+1‘2 2gz=0

Tas ir diferencialvienadojums ar atdalamiem mainigiem.

d
R*Z = 12 [2g-\z

vz R
dz r?
o I

r
2\/E=—ﬁ 2g-t+C

Pienemot, ka sakuma momenta t=0 Skidruma augstums tvertné bija H, tas ir, z(0)=H, ieglstam

2
T
2VH = —ﬁ,/Zg-O+C

C=2VH
7'2
2\/E=—ﬁ 2g -t + 2VH

Rezultata ieglstam funkciju z(t), kura apraksta skidruma limeni tvertné laika momenta t:

r? 2
2(t) = <—ﬁ 2g-t+\/ﬁ>

2) Laiatrastu laiku T, kura skidrums pilniba iztecés no tvertnes, janem véra, ka skidruma limenis
samazinasies no H Iidz 0 laika posma no t=0 Iidz t=T, tas ir, laika momenta t=T skidruma
augstums trauka ir z=0.

2
r
2V0 = - \/2g T+ 2VH

;—22\/@ T=2vH
Izsakot T, rezultata ieglstam laiku T, kura skidrums pilniba iztecés no tvertnes
R? [0
=z ?
3. Piemers:

Risinot daZadas jlras ekologijas problémas, tiek veidoti situacijas modeli, kurus apraksta ar
diferencialvienadojumu palidzibu. Ta, pieméram, var aplikot zivju populacijas palielinasanas vai
samazinasanas matematisko modeli.
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Births

Emigration
A population increases when g
naw individuals are e, A population may decreasa in size
iF individuals mave away fram #_
oA,
raan
» ] L
BN dasi
Population ok T pambe, Population
S s heaaer Decreases
.
e B
gt
Bask. Fish population =
rask. | =
A population may increase In size A population decraases when
if individuals arrive from elsewhars. indivicua's die.
Immigration Deaths

Vienkarsakaja gadijuma ezera zivju populaciju P(t) laika momenta t var aprakstit ar pirmas kartas
diferencialvienadojumu

kur
tirlaiks, kir populacijas augSanas parametrs, M ir nestspéja.

Nestspéja M atspogulo lielako zivju skaitu, ko vide var uzturét. Ja kada iemesla dé| zivju skaits
parsniegs nestspéju, tas samazinasies; un, kamér zivju skaits bUs mazaks par nestspéju, tas
palielinasies.

Sis vienadojums ir pazistams k3 logistikas vienadojum:s.
Zivju populacijas modelésana ir nozimiga zivju nozvejas kontrolei.

Pieméram, mencu populaciju P(t) jiras zvejnieciba apraksta modificéts logistikas vienadojums

P’—kP(l P) H
= 7 ,

kur H ir zivju nozvejas atrums.

Te bUtiska probléma ir tada, ka zivju populacija ir atkariga no zivju nozvejas atruma H.

4. Piemers:

Blvnieciba, masinblve, ka arl kugu bave diferencialvienadojumus bieZi izmanto aprékinos, kas ir
saistiti ar slodzes uz atbalsta siju modelésanu. Pieméram, Eilera-Bernulli vienadojums apraksta
saistibu starp sijas novirzi un pielikto tai slodzi (skaties, pieméram, https://math24.net/beam-
deflection.html). Sija ir konstruktivs elements, kas lieces laika spéj izturét lielas slodzes (skat. ziméjumu
7).

(x)
”qx

)
Vg pi it
o MNERRET_ SRR

7.2Imejums.
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Nelielu izliekumu gadijuma sijas izliekuma formu apraksta ceturtas kartas diferencialvienadojums
B o
] —=q(x),
axt 1

kur g(x) ir aréja slodze, kas iedarbojas uz siju,

E ir sijas elastibas modulis,
l'ir sijas Skérsgriezuma otrais moments,
funkcija w=w(x) apraksta sijas profila novirzi z ass virziena kada punkta x.

Sis vienadojums ar atbilstodiem robeZnosacijumiem nosaka noslogotas sijas novirzi. Reizinajums E - I
ir konstante, kas zinama ka lieces stingriba.

5. Piemers:

Parastos diferencialvienadojumus plasi izmanto dzesésanas problému risinasana. Aplikosim sekojosu
gadijumu: kads uzsildits kermenis atrodas vidé, kur vides temperatlra ir mazaka par kermena
temperatiru. Saja gadijuma uzsilditd kermena atdzi$anas atrums ir proporcionals ta temperatiras un
vides temperatdras starpibai. Tatad, ja kermena temperatiru laika momenta t apzimésim ar T(t) un
vides temperatlru ar E(t), tad kermena atdziSanu apraksta diferencialvienadojums

ar _
- = —k(T(® —E©),

kur k>0 ir fizikala konstante, kura ir atkariga no kermena materiala un izméra.
Ja kermenim, kura temperatira tiek modeléta, ir siltuma avots, tad kermena atdziSanu apraksta

diferencialvienadojums

dT
= = k(T - E@®) +mH (),

kur m ir pozitiva konstante, apgriezti proporcionala kermena siltuma kapacitatei,

H(t) nosaka kermena siltuma generésanas atrumu. (DaZos gadijumos H(t) var bt arl negativs,
pieméram, gaisa kondicionésanas gadijuma).
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